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Aufgabe 1 (3+1 Punkte)
Sei U C R™ offen. Unter einer kompakten Ausschopfung von U versteht man eine Folge
(K )nen kompakter Teilmengen in U, so dass K, C int(K,,4+1) fiir alle n € N und

o0
U= | K, gilt. Zeigen Sie:

n=1
(a) Fiir alle U C R™ offen existiert eine kompakte Ausschépfung.

(b) Ist (Kj)nen eine kompakte Ausschépfung von U, so existiert zu jeder kompakten
Menge K C U ein n € N mit K C K,.

Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Dann heifst eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy)
isometrisch, wenn dy (f(x), f(y)) = dx(z,y) fir alle x,y € X gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Seien (X, d), (Y1,d1) und (Y3, ds) metrische Radume und seien
g1 (X, d) — (Yi,d1),  j2: (X, d) — (Y2,d2)

isometrische Abbildungen mit dichtem Bild. Weiter seien (Y1, d;) und (Y2, d2) vollstiandig.
Zeigen Sie: Es gibt eine eindeutige isometrische Bijektion o : (Y1,d1) — (Y2,d2) mit
J2 =00 ]1-

Aufgabe 3 (142+2=5 Punkte)

Sei (X, dpn)n>0 eine Folge metrischer Rdume und sei

X = H X ={(@n)n>0 ; Ty € X, fiir alle n > 0}.
n=0
Bestimmen Sie eine Metrik d auf X, fiir die gilt:

(a) Eine Folge in X konvergiert genau dann beziiglich d, wenn sie komponentenweise
konvergiert.

(b) Der Raum (X, d) ist genau dann vollstéindig, wenn jeder der Rdume (X, d,,) vollsténdig
ist.

(Hinweis: Betrachten Sie das Beispiel O(U) aus der Vorlesung.)




Sei E ein k-Vektorraum (k =R oder C). Eine Menge M C E heifit

e konvex, falls tx + (1 —t)y € M fiir alle x,y € M, t € [0,1],
e absolut konvex, falls ax + By € M, fir alle v,y € M, o, € k mit |al,|5] < 1,

o kreisformig, falls ax € M fiir alle x € M, a € k mit |a] < 1.

Aufgabe 4 (24+2+1 Punkte)
Sei E ein k-Vektorraum und M C E. Zeigen Sie:

n n
(a) C(M) :={> tizi; n>1, x1,...,2y € M, t1,...1, € [0,1] mit > ¢; < 1} ist die
i=1 i=1
kleinste konvexe Menge in E, die M enthéilt.

n n
(b) (M) =={> axi ; n>1, z1,...,2n € M, a1,...00 € k mit > || < 1} ist die
i i=1

=1
kleinste absolut konvexe Menge in F, die M enthélt.

(¢) M ist absolut konvex < M ist konvex und kreisférmig,.



