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Sei E ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum.
Für M ⊂ E sei M◦ = {x′ ∈ E′; |x′(x)| ≤ 1 für alle x ∈ M} ⊂ E′.
Für M ⊂ E′ sei ◦M = {x ∈ E; |x′(x)| ≤ 1 für alle x′ ∈ M} ⊂ E.

Aufgabe 35 (4 Punkte)
Sei E ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und sei ∅ 6= M ⊂ E. Zeigen Sie, dass

◦(M◦) = Γ(M).

Für einen k-Vektorraum E und einen Unterraum F ⊂ E∗ nennt man (E,F ) ein Dualsystem, falls
F die Punkte von E trennt, das heißt, zu x ∈ E mit x 6= 0 existiert ein x′ ∈ F mit x′(x) 6= 0.
Für ein Dualsystem (E,F ) heißt eine Topologie t auf E zulässig, falls (E, t)′ = F gilt.

Aufgabe 36 (4 Punkte)
Sei (E,F ) ein Dualsystem und t die von dem Halbnormensystem (px′)x′∈F mit

px′ : E → R ; px′(x) = |x′(x)|

erzeugte lokalkonvexe Topologie auf E. Dann ist t Hausdorffsch und zulässig für das Du-
alsystem (E,F ).
(Hinweis: Aufgabe 23)

Sei E ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Eine Familie (ui)i∈I von Linearformen E → k

heißt gleichstetig, falls eine Nullumgebung U ⊂ E existiert mit ui ∈ U◦ für alle i ∈ I.

Aufgabe 37 (4 Punkte)
Sei E ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Zeigen Sie:

(a) Eine Familie (ui)i∈I von Linearformen auf E ist genau dann gleichstetig, wenn es eine
stetige Halbnorm p auf E gibt, so dass

|ui(x)| ≤ p(x) (x ∈ E, i ∈ I) .

(b) Sei F ⊂ E ein linearer Teilraum und (ui)i∈I eine gleichstetige Familie von Linearfor-
men auf F . Dann gibt es eine gleichstetige Familie (vi)i∈I von Linearformen auf E mit
ui = vi|F für alle i ∈ I.



Aufgabe 38 (4 Punkte)
Sei X ein Banachraum über C und L(X) = {T ; T : X → X stetig, linear}. Sei τWOT die
durch die Halbnormen

‖T‖x,u = |〈Tx, u〉| (x ∈ X, u ∈ X ′)

und τSOT die durch die Halbnormen

‖T‖x = ‖Tx‖ (x ∈ X)

erzeugte lokalkonvexe Topologie auf L(X). Zeigen Sie, dass (L(X), τWOT) und (L(X), τSOT)
dieselben abgeschlossenen, konvexen Mengen besitzen.
Beweisen Sie dazu mit Hilfe von Aufgabe 23:

(a) Ist λ : (L(X), τSOT) → C stetig, linear, so gibt es Linearformen λ1, . . . , λn : L(X) → C

und Vektoren x1, . . . , xn ∈ X\{0} mit λ =
n∑

i=1
λi und λi(T ) ≤ ‖Txi‖ für alle T ∈ L(X)

und i = 1, . . . , n.

(b) Für λi und xi aus (a) gibt es eine stetige Linearform ui ∈ X ′ mit

ui(Txi) = λi(T ) (T ∈ L(X)) .

Aufgabe 39∗ (4∗ Punkte)
Sei E ein topologischer Vektorraum und seien A ⊂ E abgeschlossen, B ⊂ E kompakt mit
A ∩B = ∅. Zeigen Sie:

(a) Es gibt eine Nullumgebung V in E mit (B + V ) ∩A = ∅.

(b) Ist E lokalkonvex, so existieren u ∈ E′, α1, α2 ∈ R mit

Re u(x) < α1 < α2 < Re u(y) (x ∈ A, y ∈ B) .


