Aufgabe 1 (3+2=5 Punkte)
(a) Sei (by)n eine Folge in R mit 0 < b, < 1 fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass die Folge
(@n)n, mit a, = [[_, by fiir alle n € N, konvergiert.

(b) Konvergiert auch die Folge (¢y,), mit ¢, = 2171‘ -ay, fiir alle n € N7 Begriinden Sie Thre
Antwort.

Aufgabe 2 (34+3+2=8 Punkte)

(a) Untersuchen Sie die Reihe

n=

in

€
Fiten auf Konvergenz.

(b) Essei > aj eine absolut konvergente Reihe reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass die Reihe
k=1

~ =
> V/|akag+1| ebenfalls konvergiert.
k=1

(Hinweis: Benutzen Sie die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel.)

(c) Beweisen oder widerlegen Sie die Umkehrung der vorigen Aussage: Ist (ax)y eine Folge

oo
derart, dass die Reihe Y37, \/|agax41| konvergiert, so konvergiert »_ aj absolut.
k=1

Aufgabe 3 (34+3+3=9 Punkte)

Uberpriifen Sie die Existenz der folgenden Grenzwerte und berechnen Sie gegebenenfalls
ihren Wert:
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(iii)  lim (V1+az+a2—V1—z+a?)

Aufgabe 4 (34+3+2=8 Punkte)
Eine Funktion f : D — R auf einer Menge D C R heifft Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 existiert mit
|f(@) = fI < L-|z—yl

fir alle x,y € D.

(a) Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion f: R — R gleichméBig stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f :[0,00) — R,  — /1 4+ 3z Lipschitz-stetig ist.
(Hinweis: Erweitern Sie den Ausdruck /1 + 3z — /1 + 3y fir x,y € [0,00).)

(c) Beweisen oder widerlegen Sie: Ist f : [0,00) — R Lipschitz-stetig, so existiert der
Limes

lim f(z) € R.

T—00




Aufgabe 5 (4+3=7 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion

22(1 +log|z|) , falls x # 0
0 , sonst

f R—=>R, x»—){

differenzierbar ist, und berechnen Sie f'(z) fiir alle z € R.

(b) Sei f : R — R differenzierbar mit f(x) - f’(z) < 0 fiir alle x € R. Zeigen Sie: Ist
f(zg) = 0 fiir ein xp € R, so folgt f(z) = 0 fiir alle z > xo.
(Hinweis: Betrachten Sie die Punktion g: R — R, z — 1 f(2).)

Aufgabe 6 (4+4=8 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen und die (maximalen) Monotonieintervalle
der Funktion
f:R\{0} = R, =z xlog(z?).

(b) Zeigen Sie, dass die Gleichung e” = 3x genau zwei reelle Losungen besitzt.

Aufgabe 7 (3+4=7 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass

e’ —1 < ze®

fiir alle z € (0, 00) gilt.

(b) Seien I C R ein Intervall und xo € I. Ferner sei f : I — R eine stetige Funktion, die

auf I\ {zo} differenzierbar ist. Zeigen Sie: Existiert der Grenzwert ¢ = lim f'(x) € R,
T—T0

so ist f differenzierbar in x¢ mit f/(x¢) = c.
(Hinweis: Betrachten Sie eine beliebige Folge (xn)n in I\{xzo}, die gegen xo konvergiert, und benutzen

Sie den Mittelwertsatz.)

Aufgabe 8 ((343)+2=8 Punkte)

(a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

4
(1) / eV dx
1 )

(i) /3 :r2—3x—|—2dx

(b) Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar mit f(a) < g(a) sowie
f(t) < ¢'(t) fur alle t € [a,b]. Zeigen Sie mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung, dass f(x) < g(x) fiir alle = € [a, b] gilt.

Viel Erfolg!



