1 Metrische Raume

Sei X eine nichtleere Menge.

Definition 1.1. Eine Abbildung: d : X x X — R heifit Metrik auf X, falls fir alle z,y,z € X gilt
(i) d(z,y) =0,
(i) d(z,y) = d(y,z),

(iii) d(z,y) < d(zx,z) + d(z,y) (Dreiecksungleichung),

(iv) d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y ist.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X # @ und einer Metrik d auf X.

Beispiele 1.2. Einfache Beispiele metrischer Rdume sind

(a) R zusammen mit der Betragsmetrik d(z,y) = |z — y|,

(b) R™ oder C™ mit der Summenmetrik d((z;), (v:)) = Dy |2i — vil-

(c) Ist (X,d) ein metrischer Raum und ist A C X eine nichtleere Teilmenge, so definiert

da:Ax A= R, da(z,y) = d(z,y) eine Metrik auf A (Relativmetrik von d auf A).
(d) Ist X # @ eine beliebige Menge, so definiert d : X x X — R,
d(z,y) =0firz =y, d(z,y) =1fiirx#y
eine Metrik auf X (die triviale oder diskrete Metrik auf X).

Definition 1.3. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K = R der reellen oder iiber dem Korper K = C
der komplexen Zahlen. Eine Abbildung

-V =R, 2z
heifit Norm auf V, falls fiir alle z,y € V und A € K gilt
(i) [l=] =0,
(i) [IAz(] = A {l]I,
(iii) |lz 4yl < |lz|| + |lyl| (Dreiecksungleichung)

(iv) ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.



Ein normierter K-Vektorraum ist ein Paar (V|| - ||) bestehend aus einem K-Vektorraum V und einer
Norm || - || auf V.
Aus der in (iii) geforderten Dreiecksungleichung folgt sehr einfach die Dreiecksungleichung nach unten.

Fiir alle z,y € V gilt

ezl =Nyl ] < [lz—yl.

Zum Beweis beachte man, dass ||lz|| = [[(z —y) +y[| < ||z —y[[ + [ly|| und daher auch ||z[| —[ly|| < [lz —yl|
gilt und dass man durch Vertauschen der Rollen von z und y auch die Abschétzung ||y||—||z| < |ly—z| =
[z — yl| erhalt.

Lemma 1.4. Ist (V.|| - ||) ein normierter K-Vektorraum, so definiert

d:VxV =R, dz,y) = |z —y
eine Metrik auf V.

Beweis. Die Dreiecksungleichung fiir d folgt direkt aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm, denn fiir

alle z,y,z € V gilt
d(z,y) = [(z —2) + z =yl < llv =2 + |z =yl = d(z,2) + d(z,y).
Die iibrigen Eigenschaften einer Metrik rechnet man genauso einfach nach. O

Beispiele 1.5. (a) Auf R™ (oder C™) werden Normen definiert durch

[(@)ioill = Yy |l (Summennorm),
1/2 .

(@)l = (i |zl?) / (euklidische Norm),

Iz lle = maxi=1.. nlz:| (Mazimumnorm).

Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm. Fiir alle a, b € R gilt offensichtlich
die Ungleichung

ab < = (a® +b%) .

DN | =

Damit folgt fiir beliebige Elemente x = ()11, y = (y;)’~, € C™\ {0}
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Fiir beliebige Vektoren = = (x;)_,, y = (y;)1~, € C" folgt damit
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Da die Wurzelfunktion monoton wéchst, folgt die behauptete Dreiecksungleichung fiir die euklidische

Norm.

(b) Sei V' ein K-Vektorraum (K = R oder K = C) mit Skalarprodukt, das heifit einer Abbildung
() : V xV = R, fiir die gilt

(x+y,2) = (z,2) + (y,2), Az,y) = Mz,y),

(x,y) = (y,x), (r,y) >0, (z,z) =0 genau dann, wenn x = 0.
In der Linearen Algebra zeigt man, dass durch
-1V =R, 2] = V()
eine Norm auf V' definiert wird.

Bemerkung 1.6. Fiir alle z € C™ gilt

A
IN

Vs,

[zlloe < [l

A

[zfloc < lzllx
Im Folgenden seien R™ und C”, wenn nichts anderes gesagt wird, immer mit der euklidischen Metrik

da(x,y) = llz = yll2
versehen. Fiir die euklidische Norm schreiben wir einfach ||z|| statt ||z||2.

Beispiele 1.7. Sei X # @ eine Menge und sei B(X) = {f; f: X — R beschrénkt } der R-Vektorraum
aller beschrinkten reellwertigen Funktionen auf X (mit den punktweise definierten Verkniipfungen). Dann

definiert
[llx:BX) =R, f=|flx= Suglf(fﬂ)l
S



eine Norm auf B(X) (die Supremumnorm). Zum Beweis der Dreiecksungleichung beachte man, dass fiir

alle f,g € B(X) gilt

I+ gllx = sup | f(z) + g(z)| < sup (If(2)| + lg(=)]) < IFlx + gl x-
reX zeX

Lemma 1.8. Seip € (1,00) und sei q der zu p konjugierte Exponent, das heifit die reelle Zahl ¢ > 1 mit
% + % = 1. Dann gilt fir alle a,b > 0 die Ungleichung

i/ ptle < 24 b

p

s}

Beweis. Zum Beweis diirfen wir annehmen, dass a > b ist (sonst vertausche man ¢ mit b und p mit g).

Da % — 1 < 0 ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir x > 1

x / T 1 T\ 1
x%—lz/ (t%) dt:/ft%_ldtg/ <) dat="_2
! 1P L \p p P

Wegen % + % = 1 impliziert dies, dass z'/? < % + % fiir alle z > 1 gilt. Insbesondere folgt hieraus fiir

x = § die Abschétzung

=

a%béz(ﬁ) b< a,t
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Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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Indem man Lemma 1.8 anwendet mit a? und b? statt ¢ und b, siecht man, dass fiir alle reellen Zahlen
a,b >0 gilt
al b
ab < — + —.
p q

Beispiele 1.9. (a) Sei p € [1,00) und seien a,b € R mit a < b. Auf dem R-Vektorraum

Cla,b] ={f; f:]a,b] — R stetig}

N
141 = ( / Iflpdt> .

Beweis. Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung. Fiir p = 1 folgt die Dreiecksungleichung direkt

wird eine Norm definiert durch

aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag in R und der Monotonie des Riemannintegrals.
Sei also p € (1,00). Sei ¢ > 1 der konjugierte Exponent zu p wie in Lemma 1.8. Wir fixieren zwei

Funktionen f, g € Cla, b] und zeigen zunichst, dass

b
/ Ifgldt < ||fllp llgll; (Holdersche Ungleichung).

Zum Beweis diirfen wir annehmen, dass f % 0 # g. Mit Lemma 1.8 folgt zunéchst, dass
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punktweise auf [a,b] gilt. Mit der Monotonie und Lineraritit des Riemannintegrals erhdlt man die

Holdersche Ungleichung
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Mit der Holderschen Ungleichung zeigen wir, dass

Lf+9gllp < IIfllp +llgll,  (Minkowskische Ungleichung)

ist. Indem man benutzt, dass § =p <1 — %) = p—1 ist, erhiilt man fiir alle ¢ € [a, b] die Ungleichung

P
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Durch Integrieren erhélt man unter Anwendung der Holderschen Ungleichung
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Hieraus folgt sehr leicht die Minkowskische Ungleichung und damit die Dreiecksungleichung fiir || - ||,-

Es geniigt, im Falle f # —g durch das letzte in der obigen Ungleichungskette auftretende Integral zu

dividieren. O

(b) Ganz dhnlich wie im Teil (a) folgt, dass fiir 1 < p < oo durch

n 1/p
[ llp: R™ = R, [(zi)izq |l = (Z |$i|p>

i=1

eine Norm auf R™ definiert wird.

Definition 1.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien a € X ein Punkt in X, U C X, F C X zweil

Teilmengen von X.
(a) Fiir r > 0 (bzw. 7 > 0) nennt man
B.(a) = {z € X; d(x,a) <r} (bzw. B,(a) = {x € X; d(z,a) <1})
die offene (bzw. abgeschlossene) Kugel mit Radius r um a.
(b) Die Menge U heifit Umgebung von a, falls ein € > 0 existiert mit B.(a) C U.

(¢) Man nennt die Menge U C X offen, wenn es zu jedem = € U ein € > 0 gibt mit B.(z) C U. Die
Menge F' C X heifit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ F' C X eine offene Menge ist.



Beispiele 1.11. (a) Offene Kugeln in metrischen Raumen sind offene Teilmengen, denn ist z € B,.(a),

so ist s =r — d(z,a) > 0 und mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle y € By(x):

d(y,a) <d(y,z) +d(z,a) < s+d(z,a) =1

(b) Ganz &hnlich folgt mit der Dreiecksungleichung, dass jede abgeschlossene Kugel in einem metrischen

Raum X eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

(c) Die offenen Kugeln in R (beziiglich der Betragsmetrik) sind genau die offenen Intervalle (a,b) C R

mit a,b € R,a < b.

(d) Das halboffene Intervall [0, 1] ist als Teilmenge des metrischen Raumes R weder offen noch abge-

schlossen.

Satz 1.12. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien x,y € X mit x # y. Dann gibt es Umgebungen U
vonz,V vony in X mitUNV =@.

Beweis. Fiir z,y € X mit x # y ist € = d(x,y) > 0 und Bg(z) N Bg(y) = &, denn gébe es einen Punkt
z € Beja(w) N Bg(y), so wire

d(a,y) < d(x,2) +d(2,y) < 5 + 5 = € = d(x,y).
Dieser Widerspruch zeigt, dass Be (z) und B (y) disjunkte Umgebungen von x und y sind. O

Definition 1.13. Zwei Metriken d1, ds auf einer Menge X heiflen dquivalent, falls es eine Konstante ¢ > 0

gibt so, dass fiir alle z,y € X gilt
1
Edl(xvy) S d2(may) S Cdl(xvy)'

Beispiel.
Nach Bemerkung 1.6 sind auf R™ die Metriken

di(z,y) = |z —ylli, da(z,y) = ||z — yll2, deo(,¥) = |7 — Y[|co-

dquivalent.

Bemerkung.

Sind dy,dy dquivalente Metriken auf X, so besitzen die metrischen Réume (X,d;), (X,d2) dieselben
offenen Mengen. Zum Beweis beachte man, dass fiir jedes a € X und jede positive reelle Zahl € > 0 die

Inklusionen

B4

4.(a) € B2(a), B, (a) C B (a)

€/c

gelten, falls ¢ > 0 eine Konstante wie in Definition 1.13 ist.



Satz 1.14. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) (i) @,X sind offen in X.
(i) Sind U,V C X offen, so ist auch UNV C X offen.

(iii) Ist (U;)icr eine beliebige Familie offener Mengen in X, so ist auch | J,-,; U; C X offen.

i€l
(b) (i) @,X sind abgeschlossen in X.
(i) Sind F,G C X abgeschlossen, so ist auch F UG C X abgeschlossen.

(iii) Ist (F;)icr eine beliebige Familie abgeschlossener Mengen in X, so ist auch ();,c; Fi C X abge-

schlossen.

Beweis. (a) Offensichtlich sind @, X C X offen. Sind U,V C X offen und ist x € U NV, so gibt
es €1,€3 > 0 mit B, (v) C U, B, (x) C V. Dann ist € = min(ey, €2) > 0 mit Be(z) C UN V. Sind
Us C X(i € I) offen und ist 2 € | J,; Us, so gibt es ein ip € I und ein € > 0 mit Be(x) C Us, C U, Ui

(b) Die in (b) behaupteten Eigenschaften abgeschlossener Mengen folgen aus Teil (a) durch Ubergang zu

Komplementen. O

Nicht endliche Durchschnitte offener Mengen sind im Allgemeinen nicht offen. So ist etwa

ein abzéhlbarer Durchschnitt offener Mengen in R, der nicht offen ist.
Beziiglich den euklidischen Metriken auf R, R™ und R**™ gilt fiir beliebige Elemente a € R", b € R™
und jede reelle Zahl € > 0

Be(a) x Bs(b) C Be(a,b) C Be(a) x B(b).

ol

Die erste Inklusion folgt aus den Abschétzungen

I(z,y) = (a,0)] = [I(z = a,0) + (0,y = b)]|

< lz —all +lly = o],

die zweite folgt aus

max([|z —al, [ly = bll) < [|(z — a,y = b)[| = [|(z,y) — (a,b)].
Lemma 1.15. (a) Sind F C R™, G C R™ abgeschlossene Mengen, so ist F' x G C R"™™ abgeschlossen.
(b) Sind U CR™, V CR™ offen, so ist U x V. C R*™ offen.

Beweis. (a) Ist (z,y) € R"™™\ (FxG),soist © ¢ F oder x ¢ G. Also gibt es ein € > 0 mit B.(z) C R*"\ F
oder B.(y) C R™ \ G. Dann ist aber B((z,y)) C Be(x) X Be(y) C R*™™\ (F x G).



(b) Ist (z,y) € U xV, so gibt es €1, ez > 0 mit B, (x) C U und B, (y) C V. Dann ist e = min(ey, e5) > 0
und B((a,b)) C Be(x) X Be(y) CU x V. O

Indem man Lemma 1.15 mehrfach (induktiv) anwendet, siecht man, dass in R™ Mengen der Form

H[ai7bi] CR"™ (abgeschlossene Quader)
i=1

abgeschlossen und Mengen der Form

n

H]ai, bi[ (offene Quader)

i=1

offen sind.

Definition 1.16. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Man definiert

M = {z € X; fiir jede Umgebung U von x ist U N M # @} (Abschluss von M),
Int(M) = {x € X; es gibt eine Umgebung U von  mit U C M} (Inneres von M),
oM = {xe€ X; fir jede Umngebung U von z ist UNM #@ #UN(X\ M)} (Rand von M).

Lemma 1.17. Fir M C X gilt

(a) M =\(F C X abgeschlossen; M C F) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthiilt.
(b) Int(M) =J(U C X offen; U C M) ist die grifite offene Menge in X, die in M enthalten ist.
(c) OM C X ist abgeschlossen.

(d) M =MUOM und Int(M) =M N (X \ OM).

Beweis. (a) Sei # € M und F D M eine abgeschlossene Menge in X. Die Annahme, dass z € X \ F
gilt, fithrt zu dem Widerspruch, dass (X \ F) N M # & sein miisste. Also liegt = im Durchschnitt
aller abgeschlossenen Obermengen von M. Sei x umgekehrt enthalten in diesem Durchschnitt und
sei U eine Umgebung von z. Dann gibt es ein € > 0 mit B.(z) C U. Wére U N M = &, so wire
X \ Bc(x) D M eine abgeschlossene Obermenge von M und folglich wire z € X \ B.(x). Dieser
Widerspruch zeigt, dass # € M. Der Durchschnitt in (a) ist nach Satz 1.14 (b) abgeschlossen und ist

offensichtlich in jeder abgeschlossenen Obermenge von M enthalten.
(b) Die behauptete Darstellung von Int(M) folgt direkt aus der Definition des Inneren und Satz 1.14 (a).

(c) Ist z € X \ OM, so gibt es eine offene Umgebung U von z mit UNM = & oder UN (X \ M) = 2.
Da eine offene Menge Umgebung jedes ihrer Punkte ist, ist U C X \ M. Als Vereinigung offener
Mengen ist X \ OM offen und daher OM C X abgeschlossen.
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(d) Direkt aus den Definitionen folgt, dass
Int(M)NOM C MNOM C M.

Ist z € M\ OM, so gibt es eine Umgebung U von z mit U N (X \ M) = @. Also ist U C M und
x € Int(M). Damit ist die Gleichheit aller drei Mengen gezeigt. Offensichtlich ist Int € M N (X \OM).

Die umgekehrte Inklusion wurde gerade gezeigt. O
Korollar 1.18. Eine Teilmenge M C X ist abgeschlossen genau dann, wenn M = M ist.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.17 (a). O
Beispiele.
(a) In R"™ ist OB,.(a) = {z € R"; ||z — a|| =7} = B, (a).

(b) Der Rand von Q in R ist R.

(c) Fiir a,b € Rist Ja, b = [a, b], falls a < b ist, und Int([a,d]) =]a, b, falls a < b ist.
Definition 1.19. Sei X # & eine nichtleere Menge. Ein System
tCcP(X) (={4; ACX})
heifit Topologie auf X, falls
(i) 2,X €t
(i) fur U,V € tauch UNV €t gilt,
U; €t gilt.

(iii) fiir jede Familie (U;);e; von Mengen U; € t auch | J,¢;

Nach Satz 1.14 bilden fiir einen metrischen Raum (X, d) die offenen Mengen U C X eine Topologie auf
X. Es gibt Topologien, die nicht von einer Metrik induziert werden. Zum Beispiel ist ¢ = {X, @} eine

Topologie auf X, aber nach Satz 1.12 kann es, wenn X mehr als ein Element enthélt, keine Metrik auf

X geben, beziiglich der nur die Mengen X und @ offen sind.
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