10 Mehrdimensionale Riemann-Integrale

Sei Q@ = [[)_,lav,b,] C R™ ein abgeschlossener Quader und T = (T1,...,T;,) eine Teilung von Q, das
heif}t fir v =1,...,n sei
T, = (tv,i)go

eine Teilung von [a,, b,]. Wie zuvor definieren wir

w(T) = max w(T,) (Spurweite von T'),

I=1(T)=[[{L....n}
v=1
Wir nennen die Menge

T = {H[t,,,iy_l,t,,’iy]; (i1,...,0n) € I(T)}

v=1

die zu T gehorende Partition von Q. Fiir eine beschréinkte Funktion f : @ — R nennen wir

s(f,T)="Y_ inf f(P) V(P)

PeT

die Untersumme von f bzgl. T und

S(£,1)= ) _ sup f(P) V(P)
PeT
die Obersumme von f bzgl. T. Hierbei bezeichnet V(P) das Volumen der Quader P € T. Eine Teilung
T = (T7,...,T)) von Q heiit feiner als T = (11,...,T,), falls fiir jedes v = 1,...,n die Teilung T
von [a,,b,| feiner ist als die Teilung T,. Zu je zwei Teilungen T = (T4,...,T,), T' = (1y,...,T)) von
Q gibt es immer eine gemeinsame Verfeinerung 7”. Es geniigt fiir jedes v = 1,...,n eine gemeinsame
Verfeinerung 7,/ von T, und 7T,/ zu wihlen (siehe Bemerkung 16.2 in [EAI]) und 7" = (77, ..., 1)) zu

rTn

setzen.
Lemma 10.1. Seien T,T' Teilungen von Q und sei f : Q — R beschrinkt. Dann gilt:

(a) Ist T' feiner als T, so ist

s(f,T) <s(f,T") und s(f,T") <35(f,T).

(b) s(f.T) <3(f.7").
Beweis. Seien T,T’ die zu T und T’ gehérenden Partitionen von Q.

(a) Sei T feiner als T. Fiir P € T ist dann V(P) = > V(R). Also gilt

ReT’
RCP

s(LT) = inf f(PYV(P) < Y Y inf f(R)V(R) = s(f,T").
PeT PeTzl?%egI;’

Genauso folgt, dass 3(f,T) > 3(f,T") ist.
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(b) Sei T" eine gemeinsame Verfeinerung von T und 7”. Dann folgt mit (a)

s(f,T) <s(f,T") <3(f,T") <3(f,T"). O

Fiir eine beschriankte Funktion f : @ — R nennt man

/ fdx = sup{s(f,T); T Teilung von Q}
-Q

das Unterintegral von f und
/fdz = inf{3(f,T); T Teilung von Q}
Q

das Oberintegral von f.

Korollar 10.2. Fir f : Q — R beschrdankt ist

-Q
é fdxg/fdx.

/ fdx < 5(f,T)
-Q

Beweis. Nach Lemma 10.1 (b) gilt

fiir jede Teilung T' von @. Also ist auch das Infimum der rechten Seite noch grofler gleich der linken

Seite. O

Sei T' eine Teilung von @ und sei 7 die zugehdrige Partition von Q. Eine Zwischenfolge von T ist eine

Familie Z = (2p) pe7 von Punkten z, € P. Man nennt
S(1,T.2)= ) f(zp)V(P)
PeT

die Riemann-Summe von f beziiglich (T, Z).

Definition 10.3. Eine beschriankte Funktion f : @ — R heiit Riemann-integrierbar, wenn eine Zahl
I € R existiert so, dass

I= lerI;o S(f, Tk, Zk)
ist fiir jede Teilungen-Nullfolge (Ti)ren von @ (das heifit, Folge von Teilungen T von @ mit

limg 00 w(Tk) = 0) und jede Wahl von Zwischenfolgen Zj von T}. In diesem Fall nennt man

/fd:r:I

Q

das Riemann-Integral von f iiber Q.
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Bemerkung 10.4. (a) Fiir n = 1 stimmen die in Definition 10.3 definierte Riemann-Integrierbarkeit
und das Riemann-Integral iiberein mit den in der Analysis I definierten Begriffen (Satz 16.11 in

[EAI)).

(b) Nach Korollar 9.11 ist jede stetige Funktion f : @ — R Riemann-integrierbar und

b by
/fdxz/ / flz, .. xn)day ... day,.
o) An ay

Wie fiir Funktionen einer Verdnderlichen ist auch das mehrdimensionale Riemann-Integral linear und

monoton.
Lemma 10.5. (a) Die Menge
RI(Q) =A{f; f:Q — R ist Riemann-integrierbar}

bildet einen Vektorraum beziiglich der punktweise definierten Addition und Skalarmultiplikation.

(b) Die Abbildung
RI(Q) — R, fn—>/fd1:
Q

ist R-linear.

(¢c) Fiir f,g € RI(Q) mit f < g auf Q gilt [ fdx < [ gdx.
Q Q

Beweis. Sind f,g € RI(Q) und sind (T})ren eine Teilungen-Nullfolge von @ und (Zj)ren eine Folge von

Zwischenfolgen Zj von T}, so gilt

S(f+g,Tx, Zy) = S(f, Tk, Zr) + S(g, Tk, Zy) L/fdx—k/gdx.
Q Q

Also ist f + g € RI(Q) und fQ(f + g)dx = fQ fdx + fQ gdz. Genauso folgt, dass mit f € RI(Q) auch
af € RI(Q) ist fiir alle « € R und dass fQ afdr = an fdz ist. Sind f,g € RI(Q) mit f < g und sind

(Zk)ken, (Tk)ken wie oben, so iibertragen sich die Ungleichungen
S(f, Tk, Zy) < S(9, Tk, Zi) (k €N)

auf die Grenzwerte fiir £ — oo. Also gilt die entsprechende Ungleichung zwischen den Riemann-Integralen

von f und g. O

Bislang haben wir nur das Riemann-Integral von Funktionen iiber abgeschlossenen Quadern @ C R"

definiert. Als néchstes wollen wir die Klasse der zugelassenen Integrationsbereiche vergrofiern.

Definition 10.6. Seien A, N C R™ beschrinkte Mengen und sei f : A — R eine beschrinkte Funktion.
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(a) Die Menge N heifit diinn, falls es fiir jedes € > 0 endlich viele abgeschlossene (oder dquivalent offene)

Quader Q1,...,Q, C R" gibt mit
NCQU...UuQ,und > V(@) <e
i=1

Dabei ist das Volumen eines offenen Quaders @ = []"_,]a;, b;[ ebenfalls definiert als

V(@) = [T = a).

i=1

(b) Die Menge A heifit zuldssig, falls ihr Rand 9A C R™ diinn ist.
(c) Die Funktion f: A — R heiit zuldssig, falls die Menge
{a € A; f ist nicht stetig in a} C R"
diinn ist.
Bemerkung 10.7. Direkt aus der Definition diinner Mengen folgt:
(a) Ist N C R™ diinn, so ist auch N C R™ diinn.
(b) Sind MNy,..., Ny diinne Mengen in R™, so ist auch N7 U ... U Ny diinn in R™.

Lemma 10.8. Seien Qo C Q C R™ abgeschlossene Quader und sei ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0 so,
dass fiir alle Teilungen T von Q mit w(T) < § gilt

E V(P) < V(Qo) + €.
PeT
PNQo#Y

Beweis. Sei Qo = [[_,[cv,d,] und sei T eine Teilung von @ mit w(7T') < §, wobei § > 0 zuniichst beliebig

v=1

sei. Seien Py, ..., P, die Quader in der zu T' gehorenden Partition 7 mit P; N Qg # @. Dann gilt fiir alle

t=1,...,r
P c [[lew —6.dy + 6]
v=1

und {Py,..., P.} bilden eine Partition, die zu einer Teilung eines abgeschlossenen Quaders Q1 D Qo
gehort. Sei Qo(d) =1)_,[c, — 8, d, + 4]. Dann gilt

Y V(R) =V(Q) < V(Qu(©®) = [[(dy — e +20),

i=1 v=1
und fiir gentigend kleines § > 0 wird die rechte Seite kleiner als V' (Qg) + €. O

Unter einem abgeschlossenen Wiirfel im R™ versteht man einen abgeschlossenen Quader Q =[], [a;, b;]

mit gleich langen Kanten, das heifit mit

b, —a, =b, —ay, firalle p,v=1,...,n.
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Korollar 10.9. Ist N C R™ dinn, so gibt es zu jedem € > 0 endlich viele abgeschlossene Wiirfel
Pp,...,P; CR™ mit

NCPU...UP, und Y V(P) <e.
i=1

Beweis. Wihle abgeschlossene Quader @1, ...,Q, C R™ mit
NCQU...UQ,und Y V(Q:)<e
i=1

und dazu einen abgeschlossenen Wiirfel Q D @1 U ... U Q... Zu jeder vorgegebenen Zahl n > 0 gibt es
nach Lemma 10.8 ein § > 0 so, dass fiir alle Teilungen T' = (T1,...,Ty) von @ mit w(T) < § und fiir
jedesi=1,...,r gilt

S Ve <vi@)+n

PeT

PNQ#2

Indem man die Teilungen T1,...,T, dquidistant wihlt mit w(7y) = ... = w(T},), erreicht man, dass alle
P e T Wiirfel sind. Wegen

> D V)< (ZV@Z»))wn

i=1 PeT
PNQi#2

geniigt es, n klein genug zu wéhlen. O
Zuldssige Funktionen auf abgeschlossenen Quadern sind Riemann-integrierbar.

Satz 10.10. Ist f : Q — R eine zuldssige Funktion auf einem abgeschlossenen Quader @ C R™, so ist
feRI(Q) und

/fdz:/fdx:/fdx.

Q -Q Q
Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass es geniigt, ein § > 0 zu finden so, dass

5(f,T) —s(f,T) < e ist fiir alle Teilungen T von @ mit w(T') < ¢. Denn dann folgt offensichtlich, dass

Q/fdx :_é fdx,

und bezeichnet I den gemeinsamen Wert des Ober- und Unterintegrals von f, so gibt es zu jeder Teilungen-

Nullfolge (T)ren von @ und beliebigen Zwischenfolgen Zj von T}, einen Index kg so, dass

I_egg(fka)_e<§(fka) SS(fleﬁZk)

<E(f,Th) < s(f.Th)+e<I+e

fiir alle k > kg ist. Es geniigt ko zu 0 > 0 wie oben so zu wihlen, dass w(Ty) < ¢ ist fiir alle & > kg. Also
gilt limg_, o0 S(f, Tk, Zi) = I fiir alle Teilungen-Nullfolgen (T} )gen von @ und Zwischenfolgen Zj von T.
Nach Definition 10.3 ist fQ fdx =1.
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Sei also € > 0 beliebig. Da die Menge A = {a € Q; f ist unstetig in a} C R™ diinn ist, gibt es zu beliebig

vorgegebenem 7 > 0 abgeschlossene Quader @1, ...,Q, C R™ so, dass

ACInt(@Q1)U...UInt(Q,) und Z V(Qi) <n.

i=1
Dann ist die Menge K = QN (Int(Q1)U...UInt(Q, )¢ nach Lemma 3.5 (a) kompakt und f|; ist nach Satz
3.13 gleichmifig stetig. Also gibt es ein §; > 0 mit |f(z) — f(y)| < n fiir alle z,y € K mit ||z — y||co < 1.

Nach Lemma 10.8 angewendet auf die Teilquader

Q:NQcQ (i=1,....r)

existiert ein § € (0, d1) so, dass fiir alle Teilungen T von Q mit w(7T') < § gilt

> ve) < >N V<P><(ZV<Qi)>+n<2n.

PeT i=1 PeT i=1
PN(Q1U...UQ,)#L PNQ;#2

Setze M = Q1 U...UQ,. Dann gilt fiir jede Teilung T von @ mit w(T) < ¢

g(fa T) _§(f7 T)

= Y (supf(P)—inf f(P))V(P) + > (supf(P)—inff(P))V(P)

PeT PeT
PNM+#Z PNM=g2

< 2l flle@n) +nV(Q).

Indem man 7 klein genug wéhlt, kann man die letzte Zahl kleiner als das vorgegebene ¢ machen. O

Abéndern von zuléissigen Funktionen f : @ — R auf diinnen Mengen #ndert nichts an der Zulissigkeit
oder dem Riemann-Integral. Zum Beweis benotigen wir, dass die Funktion, die jedem abgeschlossenen

Quader @@ C R™ sein Volumen zuordnet, subadditiv ist.
Bemerkung 10.11. Sind Q, @1, ...,Q, C R™ abgeschlossene Quader mit
QCQU...UQy,

s0ist V(Q) <V(Q1) + ...+ V(Q,).

Beweis. Wie im zweiten Teil des Beweises von Satz 10.10 folgt als Anwendung von Lemma 10.8, dass zu

jedem 1 > 0 ein ¢ > 0 existiert so, dass fiir alle Teilungen T von @ mit Spurweite w(T") < § gilt

V(Q) =Y V(P) = > vV(P) < (ZV(Qi)>+n.

PeT PeT
PN(Q1U...UQ)#2
Da dies fiir jedes n > 0 gilt, folgt die Behauptung. O
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Lemma 10.12. Sei @ C R™ ein abgeschlossener Quader und f : @ — R zuldssig. Ist g : Q@ — R eine

beschrdinkte Funktion und ist die Menge

{re@ flz)#g(x)} CR"

Q/fdx:Q/gdx.

Beweis. Nach Bemerkung 10.7 sind die Mengen

diinm, so ist auch g zuldssig und

N ={z € Q; f ist unstetig in z} U{z € Q; g(x) # f(z)} CR"

und N C R” diinn. Ist # € Q \ N, so ist g stetig in x. Also ist g zuliissig. Sei (Tj)ren eine Teilungen-
Nullfolge fiir . Da N diinn ist, gibt es nach Bemerkung 10.11 fiir jedes k eine Zwischenfolge Z von T},
bestehend aus Punkten in @ \ N. Dann gilt

/gdxf hm S(g, Tk, Zy) = hrn S(f, Tk, Zx) = /fdx
Q

Man beachte, dass die Riemann-Integrierbarkeit von f und g aus Satz 10.10 folgt. O

Unser néchtes Ziel ist es, das Riemann-Integral fiir zuléssige Funktionen f : A — R auf zuléssigen Mengen
zu definieren. Dazu zeigen wir zunéchst, dass sich jede solche Funktion fiir jeden abgeschlossenen Quader

Q D A zu einer zuldssigen Funktion auf @ fortsetzen ldsst, indem man f|o\4 = 0 setzt.

Lemma 10.13. Sei f : A — R eine zuldssige Funktion auf einer zuldssigen Menge A C R™ und sei

Q D A ein abgeschlossener Quader. Dann ist die Funktion fg:Q — R,
fo(@) = f(z) fir e € A, fo(z) =0 fire € Q\ A
zuldssig.
Beweis. Die Funktion fq ist stetig in jedem Punkt der Menge
{z € Int(A); f ist stetig in x}

und in jedem Punkt z € @\ A. Also ist die Menge {z € Q; fq ist unstetig in 2} der Unstetigkeitspunkte

von fgo enthalten in der diinnen Menge
0AU{x € A; f ist unstetig in x}.
Insbesondere ist diese Menge selber diinn. O

Nach Satz 10.10 sind alle in Lemma 10.13 gebildeten Fortsetzungen fg von f Riemann-integrierbar. Wir

wollen zeigen, dass die Integrale der Funktionen fg nicht von der Wahl von () abhéngen.
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Lemma 10.14. Seien Qo C Q abgeschlossene Quader und sei f : Qo — R zuldssig. Dann gilt

/dex:/fdx.
Q Qo

Beweis. Nach Lemma 10.13 ist fg zuléssig. Seien

n

Qo = H[cu,dy] und Q = H[a,,,bl,].

v=1 v=1
Sei (Tk)ken eine Teilungen-Nullfolge fiir @ und seien Zj Zwischenfolgen von T}, so, dass fiir jedes k € N

und jedesv =1,...,n
i) die Punkte c¢,,d, in der Teilung, die die v-te Komponente von T} bildet, vorkommen und
g
(i) Z = (#p) ps, aus Punkten 2} € Int(P) besteht.
Dann sind die Mengen
Te ={PeTi; PCQo} (keN)

genau die Partitionen der von den T}, induzierten Teilungen T} von Qo und fiir jedes k¥ € N und jeden
Quader P € Ty gilt
P C Qo oder Int(P)NQp = @.

Indem wir Satz 10.10 sowohl auf fg als auch auf f anwenden, erhalten wir

T k
/dea: = klgrgo Z f(zp) V(P)
O PeTy
= lim Y f(zp) V(P):/fdx. O
PCQO Q(J
Ist f : A — R eine zulissige Funktion auf einer zuldssigen Menge A C R™ und sind @Q1,Q2 D A

abgeschlossene Quader, so ist der Durchschnitt

Qo=0Q1NQ2DA

ein abgeschlossener Quader und es ist fq,|, | 2 = 0 fiir # = 1,2. Nach Lemma 10.13 ist fg, zulédssig und

/fQ1d$=/(fQo)Q1d$=/fQ0dm=/szdx.
a8 Qo Q2

Q1
Definition 10.15. Sei A C R" eine zuléssige Menge und f : A — R eine zuléssige Funktion. Dann heif}t

die durch

mit Lemma 10.14 folgt

/ fdx = / fodz, falls Q O A ein abgeschlossener Quader ist,
A Q

definierte Zahl das Riemann-Integral von f iiber A. Wir definieren

Z(A) ={g; g: A — R zulissig}.
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Lemma 10.16. Sei A C R" zuldssig.

(a) Die Menge Z(A) ist ein R-Vektorraum beziiglich der punktweise definierten Addition und Skalarmul-

tiplikation.

(b) Die Abbildung
Z(A) = R, f»—)/fdx
A

ist R-linear.
(c) Fir f,g e Z(A) mit f <g gilt [, fdx < [, gdu.
Beweis. Alle Aussagen folgen direkt aus den Definitionen mit Bemerkung 10.4 (a) und Lemma 10.5. O
Wir beweisen eine Version des Satzes von Fubini fiir zuldssige Funktionen auf Quadern.

Satz 10.17. (Fubini) Seien Q1 C R™, Q2 C R™ abgeschlossene Quader und sei f : Q1 X Q2 — R zuldssig
so, dass fiir jedes x € Q1 die Funktion

f@,): Q2 — R
zuldssig ist. Dann ist

g:Q1 =R, g(x) Z/f(%y)dy
Q>

Riemann-integrierbar und

| fevdey - | (Q/ fla.y)dy | de.
Q1 2

Q1xXQ2
Beweis. Sei € > 0. Der Beweis von Satz 10.10 zeigt, dass ein § > 0 existiert so, dass fiir alle Teilungen T'
von Q1 X Q2 mit w(T) < § gilt
s(f,T)—s(f,T) <e.

Sei T eine Teilung von @1 mit w(77) < §. Wiihle irgendeine Teilung T5 von Q2 mit w(7Ts) < §. Dann ist
T = (T1,Ts) eine Teilung von Q1 x Q2 mit w(7T) < d, und fiir I = leXQQ fd(x,y) gilt

I—e<s(f,T)=">_ inf f(P)V(P)

PeT

= > > inff(RxS)V(RxS)

ReTy SET2

=y ¥ inf inf f({} x S)V(R)V(S)

ReTy SET2
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< Z mf (mef {z} x SYV(S )) V(R)

R€T1 SeTs

<y (inf g(x)) V(R) = 5(g,Th)

<3(g, 1) <...<3(f,T)<I+e.

Wie im ersten Teil des Beweises von Satz 10.10 folgt hieraus, dass g € RI(Q1) ist und dass

/gd:r—/gdm—/gdx—l O

-1
Fiir A C R™ heifit die Funktion x4 : R” — R,

xa(z)=1firz e A, xalx)=0firxz ¢ A
die charakteristische Funktion von A.
Definition 10.18. Fiir eine zuléissige Menge A C R™ nennt man die Zahl

V(A) = /1dx = /XAd;v, falls @ D A ein abgeschlossener Quader ist,
Q

das Volumen von A.

Man beachte, dass in der Situation von Definition 10.18 die Funktion x Alg die triviale Forsetzung der
Funktion f =1: A — R ist. Also ist XA, nach Lemma 10.13 zuléssig und nach Satz 10.10 Riemann-

integrierbar.

Beispiel 10.19. Seien A; C R™, Ay C R™ zuléssige Mengen. Dann ist A; x As C R™ x R™ zuléssig
und V(A4; x Az) = V(A1)V(Az). Zum Beweis iiberlege man sich zuerst, dass das kartesische Produkt
aus einer diinnen Menge in R* und einer beschrinkten Menge in R eine diinne Menge in R*** ist. Da
andererseits die Inklusion

O(A; x Ay) C ((0A1) x Ag) U (A; x 0A5)
gilt, ist A1 x Ao zuldssig. Sei Q@ = Q1 X Q2 D A X Ay ein abgeschlossener Quader. Dann folgt mit dem
Satz von Fubini (Satz 10.17)

V(A1 x Ay) = / XAy xAs (2, y)d(x,y)

Q1><Q2
= / XA, (%)xa,(y) /XA1 )X A, (y)dy | dz

Q1XQ2

- / Ya,(2) / xa,(y)dy | do = / X4, (z)dz V(Az)

Q1 Q2 Q1
=V(A1)V(Ag).
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Man beachte dabei, dass die Funktion xa,xa,(%,:) = xa,(x)xa, fir jedes feste x € @ zulidssig als

Funktion auf Q5 ist.
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