11 Die Transformationsformel

Sei A C R™. Eine Funktion f: A — R™ heifit Lipschitz mit Konstante L > 0, falls fiir alle z,y € A gilt

1f (@) = F)Il < Lllz = yll.

Lemma 11.1. Ist A C R" diinn und f : A — R™ Lipschitz (mit Konstante L > 0), so ist f(A) C R™

diinn.

Beweis. Sei € > 0. Da A C R™ diinn ist, gibt es nach Korollar 10.9 abgeschlossene Wiirfel @1, ..., Q, in
R™ mit AC Q1 U...UQ, und

> V@) <e
j=1
Sei r; die Kantenldnge von @ fiir j =1,...,7. Ist ; € Q; N A, so gilt fiir alle Punkte z € Q; N A
1f(@) = f(@)llee < [1f(x) = f@p)ll < Lllz — 5]l < Lv/n|lz — 2] .

Also liegt f(Q; N A) in einem abgeschlossenen Wiirfel Q) mit Kantenlénge 2L+/n ;. Dann ist aber

und Y, V(Q)) = X5, 2Lyn)"V(Q)) < (2Ly/n)e. 0

Ist U C R™ offen und f € C*(U,R"), so ist die Einschrinkung von f auf jede kompakte Teilmenge
K C U Lipschitz mit einer geeigneten Konstanten L > 0. Denn gébe es keine solche Konstante L, dann

wiirde fiir jedes j € N* ein Paar (z;,y;) € K? existieren mit

1f(5) = Flunll > dllz; — sl

Wir diirfen annehmen, dass = lim;_,o x; € K existiert. Wenn dies nicht der Fall ist, wéhle man
mit Satz 3.8 eine konvergente Teilfolge (/) 24 2 € K und ersetze (xj)jen+ und (y;)jen+ durch die
Folgen (z¢;)jen- und (ye,)jen<. Da die Funktion || f| auf K beschrénkt ist (Korollar 3.11), folgt dann
auch lim;_, y; = 2. Da U offen ist, gibt es ein » > 0 mit B,(z) C U. Mit der Mittelwertabschiitzung

(Korollar 6.17) erhélt man, dass f|p, (5 Lipschitz ist mit Konstante

L= sw 7wl
uw€B,.(x)

Fiir geniigend grofle j wiirde folgen, dass

Jllws =il < 1f(z5) = fFlyp)ll < Lz — vyl

wére. Dieser Widerspruch zeigt, dass f|x Lipschitz ist.
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Korollar 11.2. Sei U C R" offen und sei f € C*(U,R"). Ist A C R" diinn mit A C U, so ist auch
f(A) CR™ dinn.

Beweis. Da A kompakt ist (siehe Definition 10.6), ist f |4 nach den Vorbemerkungen Lipschitz. Dann ist
f(A) nach Lemma 11.1 diinn. O

Unter einer geeigneten Zusatzvoraussetzung an f € C1(U, R”) kann man zeigen, dass Bilder von zuliissigen

Mengen A mit A C U unter f wieder zuliissig sind.

Satz 11.3. Sei U C R™ offen und sei f € CY(U,R"). Ist A C R™ zuldissig mit A C U und ist f'(x)
invertierbar fir alle x € Int(A), so ist 0f(A) C f(OA) und f(A) C R™ ist zuldssig.

Beweis. Nach dem Satz iiber die lokale C*-Invertierbarkeit (Satz 8.9) ist f(Int(A4)) C R™ offen. Da A
und damit auch f(A) kompakt ist, folgt

0f(A) C f(A) C f(A) = f(Int(A)) U f(OA).

Wegen f(Int(A)) C Intf(A) ist 9f(A) C f(OA). Nach Korollar 11.2 ist f(0A) diinn. Also ist df(A) diinn
und f(A) zulissig. O

Ist in der Situation von Satz 11.3 die Funktion f € C''(U,R") sogar C'-invertierbar als Funktion f : U —
V' zwischen offenen Mengen in R", so ist fiir jede zulissige Funktion g : f(A) — R auch die Funktion

go f:A— R zulissig.

Satz 11.4. Sei f : U — V Cl-invertierbar zwischen offenen Mengen U,V C R™. Ist A C R" zulissig mit
ACU undist g: f(A) = R zuldssig, so ist auch go f zulissig.

Beweis. Da die Menge N = {y € f(A); g ist unstetig in y} C R™ diinn ist mit
NcfA)cfAcy,
ist nach Korollar 11.2 angewendet auf f~!: V' — R™ auch die Menge

7 (V) = (V) R

~1

diinn. Ist z € AN f (N), so ist f(z) € AN N° und daher ist g in f(z) und g o f in z stetig. Es folgt,
-1

dass die Menge {x € A; go f ist unstetig in A} als Teilmenge der diinnen Menge f (N) diinn ist. O

Lineare Abbildungen bilden zulissige Mengen auf zuldssige Mengen ab.

Lemma 11.5. Sei T : R™ — R™ linear und sei A C R™ zuldssig. Dann ist auch TA C R™ zuldssig. Ist T

nicht bijektiv, so ist T A sogar dinn.
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Beweis. Ist T bijektiv, so ist T"(x) = T invertierbar fiir alle 2 € R™ und T'A ist zuléissig nach Satz 11.3.
Sei T nicht bijektiv, aber ohne Einschrankung der Allgemeinheit 7' # 0. Dann ist V' = Im7T C R" ein
nicht-trivialer Teilraum und es gibt einen Isomorphismus S : R” — R™ mit V = S(R™ x {0}),m =
dimV € {1,...,n—1}. Da

STITACR™ x {0}

beschriinkt ist, gibt es eine beschrinkte Menge B C R™ mit S™'TA C B x {0}. Also ist ST A C R"
diinn. Da S Lipschitz ist, folgt mit Lemma 11.1, dass auch TA = S(S~!T'A) diinn ist. Insbesondere ist
T A zulassig. O

Bevor wir erste Versionen der Transformationsformel beweisen, benttigen wir noch eine Verbesserung von

Bemerkung 10.11.
Lemma 11.6. Seien A, Ay,..., A, CR"™ zuldssig und sei ¢ > 0.
(a) Ist A C U;_, Ai, soist V(A) <301 V(A;).

(b) Es gibt abgeschlossene Quader Q1,...,Qs mit AC Q1 U...UQs und

V/(A) < iV(Qi) < V(4) +e

j=1
(c) Sind die Mengen A; N A;(i # j) diinn, so gilt V (U§:1 Aj) = 22:1 V(4;).
Beweis. Wihle einen abgeschlossenen Quader Q@ D AU A; U... U A,.

(a) Mit der Definition des Volumens zuldssiger Mengen (Definition 10.18) und den Eigenschaften des

Riemann-Integrals aus Lemma 10.5 folgt, dass

V(A):/XAdIS/ZXAdeTZZ/XA,-dI:ZV(Aj)-
Jj=1 ]:1Q Jj=1

Q Q

(b) Sei (T)r>1 eine Teilungen-Nullfolge von @ und sei fiir jedes k > 1 eine Zwischenfolge Zj, = (£5) pes
gewihlt derart, dass €5 € AN P ist fiir alle P € T, mit AN P # @. Gemif Definition 10.3 gilt

— 00

Q
_ . k _ .
= lim » xa(Ep)V(P) = lim ) V(P).
PETk PETx
PNAZD

Mit Teil (a) und A C |J(P € T; PN A # @) folgt Teil (b).
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(¢) Sei zuniichst r = 2 und seien Aq, Ay, ANR"™ zuléssig so, dass A C A; U Ay und A; N As diinn ist. Da

XA1UA; = XA; T XA,

auf R™\ (A1 N Ay) gilt, folgt mit Lemma 10.12, dass

V(A1 UAy) = /XAluA2dac = /XAldx—i— /XA2dac =V(A41) + V(As).
Q Q Q

Man beachte dabei, dass A1 U A wegen 9(A; U Ay) C 0A; U JAy eine zuliissige Menge ist. Eine

elementare Induktion zeigt, dass die Behauptung aus Teil (c) fiir alle r > 2 gilt. O

Ist in der Situation von Lemma 11.6 (c) eine zuldssige Funktion f : U;Zl Aj — R gegeben, so folgt ganz
genauso, dass

fdx = i/fdx.

=1 A I=14,
Sei T': R™ — R"™ eine lineare Abbildung. Zur Vorbereitung des Beweises der mehrdimensionalen Substi-

tutionsregel wollen wir zunéchst zeigen, dass fiir jede zulédssige Menge A C R"
V(TA) = |detT|V (A)

ist. Zum Beweis diirfen wir nach Lemma 11.5 annehmen, dass T' bijektiv ist. Sei also 7' : R® — R" ein
Vektorraumisomorphismus. Um die obige Formel fiir 7" und alle zuléssigen Mengen A C R™ zu zeigen,

geniigt es zu priifen, dass
V(TQ) < [detT|V(Q) und V(T7'Q) < |det(T™H)|V(Q)

fiir alle abgeschlossenen Quader Q C R™ gilt. Denn ist dies gezeigt und ist A C R™ zuléssig, so gibt es
nach Lemma 11.6 (b) zu jedem € > 0 abgeschlossene Quader Q1,...,Q, CR" mit A C @, U...UQ, und
25:1 V(Q;) < V(A) + e. Mit Lemma 11.6 (a) folgt

V(TA) <Y V(TQi) < [det(T) Y V(Qi) < |det(T)|(V(A) + o).

i=1 =1

Da € > 0 beliebig war, erhalten wir die Ungleichung
V(TA) < |det(T)|V(A).

Dasselbe Argument angewendet auf 7! statt 7 und T A statt A zeigt, dass

V(TA)
|det(7)]

V(A) = V(T HTA)) < |det(T~Y)|V(TA) =

und damit auch |detT|V(A) < V(TA) gilt.
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Satz 11.7. Flir jede lineare Abbildung T : R™ — R"™ und jede zulissige Menge A C R™ ist
V(TA) = |detT|V(A).

Beweis. Sei T : R™ — R™ ein Vektorraumisomorphismus. In der Linearen Algebra zeigt man, dass sich T

darstellen ldsst als endliche Komposition
T = T1 0...0 Tr

von Isomorphismen T} : R®™ — R™ der folgenden Formen

(i) Te(z1,...,2n) = (Tra), - - - Tr(n)) mit einer Permutation «: {1,...,n} = {1,...,n},
(i) Th(T1y.e s Tim1, Tiy Tig1s- -5 Tn) = (T1y. -0, Tim1, CTiy Tig1, .., %n) Mit i € {1,...,n} und
c € R\ {0},
(iil) Te(x1,. oy Tiyeny@n) = (1, T4y - .., Ty, £ ;) mit einem festen Index i € {1,...,n — 1}.

Ist T}, vom Typ (i), (ii) oder (iii), so ist 7}, " vom selben Typ. Ist die in Satz 11.7 behauptete Formel fiir

Isomorphien der obigen drei Formen gezeigt, so folgt mit Lemma 11.5, dass

V(TA) =V (Ti(Tao...0oT,.A)) = |detT1|V(To 0...0T.A)

= |detTy|- - - |detT,|V (A) = |detT|V (A).

Nach den Bemerkungen, die Satz 11.7 vorausgehen geniigt es also, anzunehmen, dass 1" von einer dieser

drei Formen ist, und fiir jeden der drei Fille zu zeigen, dass
V(TQ) = |detT|V(Q)

fiir alle abgeschlossenen Quader @@ C R™ gilt. Fiir Isomorphismen 7' vom Typ (i) oder (ii) gilt dies

offensichtlich. Sei also i € {1,...,n — 1} und T : R” — R" ein Isomorphismus der Form
T(x1, .y Tiyer oy Tp) = (T1y ey Ty o ooy Ty £ ).

Dann ist detT = 1. Ist R > 0 so grof}, dass [ay, b,] & [a;,b;] C [~ R, R] und bezeichnet Q' den abgeschlos-
senen Quader

Q' =la1,b1] X ... X [ap—1,bn—1],

So ist

V(TQ) = / xro (@' zy) d@', zy,).
Q' X[-R,R]
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Da fiir jedes 2’ € Q' die Funktion xrg(a’,-) : [-R, R] — R wirkt wie die charakteristische Funktion des

Intervalls [ay,, by] £ @; und damit insbesondere zuléssig ist, folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 10.17),

dass
vaQ) = [ [ Noszalonds, |
Q" \[-R,R]
= /(bn — ap)dx’
Ql
= (by, —a,)V(Q') =V(Q) = |detT|V(Q)
gilt. Damit ist Satz 11.7 vollstindig bewiesen. O

Fiir a € R™ und r > 0 bezeichnen wir mit
Qr(a) ={z eR"; ||z — a|loc <71},
Q,(a) ={z €R"; |lz —alls <7}
den offenen und abgeschlossenen Wiirfel um a mit Kantenlinge 2r.

Lemma 11.8. Sei f € CY(U,R") eine stetig partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge
U C R". Ist Q,(a) C U ein abgeschlossener Wiirfel und ist € > 0 so, dass Jg(a) = I, die (n x n)-

FEinheitsmatrix ist und
€

175 () = Inl| < T

fiir alle z € Q,.(a) gilt, so ist
@(lfe)r(f(a)) c f(@r(a‘)) c @(lJre)rf(a)'

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass a = f(a) = 0 ist. Sonst

ersetze man f durch die Funktion
frU-a=R", f(z) = f(z+a) - fla).

Sei also a = f(a) = 0. Ist y € Q1_,,(0), so definiert

h:Qu0) = Qu(0), h(e) =y - [() +a

eine e-Kontraktion beziiglich der Spremumsnorm | - ||. Denn fiir u,v € @,.(0) erhilt man mit der

Mittelwertabschitzung (Korollar 6.17), dass

[A(u) = h(V)[| < sup [|Jn(@)]| flu—v] <

€
—=lu — |
2€3,(0) Vn
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und damit ||h(u) — h(v)]|eo < €]ju — v||co gilt. Insbesondere ist
[P()lleo < N19lloo + [1A(u) = h(0)]loo < (L —€)r +er =7

fiir alle u € Q,.(0). Der Banachsche Fixpunktsatz (Satz 8.4) zeigt, dass es genau ein = € Q,.(0) gibt mit
h(z) = = oder dquivalent mit y = f(x).
Fiir z € Q,.(0) folgt ebenfalls mit der Mittelwertabschitzung, das

1 (@)oo < llzlloe + I1(f —id)(z) = (f —id)(0)]oo

<lzlloe + sup (|5 (y) = Lnll [|2|

y€Q,.(0)
< lolloe + ol < (L4 e < (14 9.
Damit ist auch die zweite Inklusion bewiesen. O

Nach Satz 11.3 bilden C'-invertierbare Abbildungen f : U — V zwischen offenen Mengen zulissige
Mengen A C U, fiir die auch A C U ist, auf zulissige Mengen f(A) C R™ ab. Wir beweisen eine Formel
fiir das Volumen von Bildern f(R) kompakter Wiirfel R C U.

Satz 11.9. Sei f : U — V eine C'-invertierbare Abbildung zwischen offenen Mengen U,V C R"™. Dann
qilt fiir jeden kompakten Wiirfel R C U

V(f(R)) = / det Ty (x)|dz.
R

Beweis. Sei N € N* und sei T' = Ty die Teilung von R, die entsteht, indem man die Kanten von R in N
gleich lange Teilintervalle zerlegt. Fiir @, Q" € T mit Q # Q" ist @ N Q' eine (mdglichweise leere) diinne
kompakte Menge und nach Korollar 11.2 ist dann auch f(Q)Nf(Q') = f(QNQ’') C R™ diinn. Mit Lemma
11.6 (c) folgt, dass

V(f(R) =Y V(@)

QeT
Da die Abbildung U — R, x — ||J¢(x) || stetig ist (siche Bemerkung 8.6 und Beispiel 2.13 (b)), ist

€ = sup [J5(a)" < oo.
TER

Sei € € (0,1) beliebig. Da R — M(n x n,R), © — Jy(z) als stetige Funktion auf dem Kompaktum R
gleichmiflig stetig ist (Satz 3.13), gilt fiir geniigend grofles n, dass fiir alle Q@ € 7 und z,y € Q

175 (z) = Jr ()]l < C;\/ﬁ

ist. Wir fixieren ein solches N. Fiir Q € T sei ag € @ der Mittelpunkt des Wiirfels @ und Ty = f/(ag).
Dann ist Tp, 1f: U — R" eine C'-Funktion und mit der Kettenregel (Bemerkung nach Satz 6.8) folgt,
dass fiir alle Q € T

Tro1p(aq) = Jp(a) ™ Jp(ag) = In
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gilt. Nach Wahl von N gilt fiir Q € T und z € Q

1&)=Ll < W5ta@) ™ 17(@) = Tp(a)ll < C e = —=.

Bezeichnet r» = r die Hélfte der Kantenldnge der Wiirfel aus 7 = Ty, so folgt mit Lemma 11.8 und den
Bezeichnungen aus Lemma 11.8 fiir jeden Wiirfel Q = Q,.(ag) € T, dass

@(1—€)T<T51f(aQ)) C Télf(Q) - @(lﬁ-e)r(Télf(aQ))'

Indem man die lineare Abbildung Ty anwendet und Satz 11.7 benutzt, erhélt man die Abschétzungen

det(T) (1 — " V(Q) = V(To Qo (Tg F(aq)))
<VIF(Q) < V(Tg Qo (T5' F(a0)))
— [det(T)|(1 + )" V(Q).

Aufsummieren iiber alle Q € T ergibt die Ungleichungen

(1—6 Z |detJf aQ |V Z V

QEeTN QeTN

=V(f(R) < (1+" Y |detJs(aq)V(Q).

QETN

Da stetige Funktionen auf R Riemann-integrierbar sind (Bemerkung 10.4), gilt

lim Y |detJf(aq)|V(Q /|dctJf )| da.

N —oc0
QETN

Geht man in der obigen Ungleichungskette zu den Grenzwerten fiir N — oo iiber, so sieht man, dass

(1 —e)”/|detJf(a?)|dm < /(R) < (1+e)"/|detJf(x)|dx

R R

fiir alle € > 0 gilt. Also gilt die Behauptung. O
Wir formulieren eine erste Version der mehrdimensionalen Substitutionsregel.

Korollar 11.10. Sei f : U — V C-invertierbar zwischen offenen Mengen U,V C R"™ und sei R C U

ein abgeschlossener Wiirfel. Ist g : f(R) — R zuldssig, so gilt

/ gdw:/gOf|detJf|dx,

F(R) R

wobei der Integrand rechts eine zuldssige Funktion auf R definiert.
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Beweis. Nach Lemma 11.3 ist f(R) C R™ zuléssig und nach Satz 11.4 definiert der Integrand im rechts
stehenden Integral eine zuléssige Funktion auf R. Sei T' eine Teilung von R bestehend aus dquidistan-
ten Teilungen der Kanten gleicher Spurweite. Mit Satz 11.9 und der Monotonie des Riemann-Integrals

(Lemma 10.16) folgt fiir alle P € T

/inf(gOf(P))ldetJfldI:inf(QOf)(P)V(f(P))

P
= / inf(go f)(P)dx < /gdw
f(P) f(P)

< / sup(g o f)(P)dx
£(P)

= /sup(gof)(P)\detJﬂd:c.
P
Wie im Beweis des letzten Satzes folgt mit Korollar 11.2, dass die Mengen f(P)Nf(P') = f(PNP’) C R"™
diinn sind fiir alle P, P’ € T mit P # P’. Nach der Bemerkung im Anschluss an Lemma 11.6 gilt

Z /gdx:/gdx

PET ¢(p) F(R)

und

Z /gof|detJf|da:—/gof|detJf|da:

PeT p R

Die beiden rechts stehenden Integrale liegen beide zwischen

Z /mf go f(P))|detJs|dz und Z /sup go f(P))|detJy|dx.

PeT p PeT p
Da
Z / supgo f(P)—inf go f(P))|detJs|dz
PeET p
< sup [det Ty (2)[(S(g © /., T) = S(g © /. T))
gilt und da nach dem Beweis von Satz 10.10 die Differenz S(go f,T) — S(g o f,T) gegen 0 strebt fiir
w(T) — 0, folgt die Behauptung. O

Im Beweis der allgemeinen Version der Transformationsformel benétigen wir, dass auch fiir das Riemann-

Integral zuléssiger Funktionen iiber zuléssigen Mengen die Standardabschétzung gilt.

Lemma 11.11. Sei f: A — R eine zuldssige Funktion dber einer zuldssigen Menge. Dann gilt

/ fda| < / fldz < | F14V(A).
A A
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Beweis. Da die Betragsfunktion | - | stetig ist, ist mit f auch |f| zuldssig auf A. Seien Q@ D A ein
abgeschlossener Quader, (T} )r>1 eine Teilungen-Nullfolge von @ und Zj, Zwischenfolgen von T}, fir k > 1.

Dann folgt die behauptete Abschétzung
/fdl‘ = lim |S(fQ7Tk,Zk)‘ § lim S(|f|Q,Tk7Zk)
k—o0 k—o0
A
— [ 171dz <171 Jim S0ca,Th 22) = 174V (A)
A

direkt aus der Definition des Riemann-Integrals. O

Da fiir beliebige Teilmengen A, B C R™ gilt
0(AUB) C0AUOB, 0(ANB) C 0ANJB,

sind endliche Vereinigungen und Durchschnitte zuldssiger Mengen wieder zuléssig. Wir nennen eine Tei-
lung T eines abgeschlossenen Wiirfels Q C R™ dquivalent, wenn sie aus dquidistanten Teilungen der

Kanten besteht, die alle gleiche Spurweite besitzen.

Satz 11.12. (Transformationsformel) Seien U C R™ offen, f € CY(U,R") und A C R™ zuldssig mit
A CU so, dass
f:Int(A) -V

Cl-invertierbar auf eine offene Menge V. C R™ ist. Ist g : f(A) — R zulissig, so ist auch go f : A — R

/ gdx:/90f|detJf|dx.

f(4) A

zuldssig und

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass Int(A) # @ ist, denn wegen A = Int(A) UJA sind sonst A und nach
Korollar 11.2 auch f(A) diinne Mengen und beide Integrale sind Null.
Sei € D 0 beliebig. Wir fixieren einen abgeschlossenen Wiirfel Q D A. Da 0A C @ diinn ist, folgt wie im

Beweis von Satz 10.10, dass eine dquidistante Teilung 7" von @ existiert mit

Y V(P <e
PeT
PNOA#D
Nach den Vorbemerkungen zu Korollar 11.2 ist f| : A — R™ Lipschitz mit einer geeigneten Konstanten
L > 0. Seien Pi,..., P, die Wiirfel P € T mit PN 0JA # & und seien Q1,...,Q, die Wiirfel Q € T mit
Q@ C Int(A). Dann sind

=1 i=1
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zuldssige Mengen, C' C Int(A) ist kompakt und BN C C |J IP ist eine diinne Menge. Eine einfache
PeT

Uberlegung zeigt, dass
A=BUC.

Ist ndmlich « € A ein Punkt, der in einem Wiirfel P € 7 mit PN 90A = & liegt, so ist P C Int(A). Denn
wiirde P einen Punkt y ¢ Int(A) enthalten, so wire y ¢ A und fiir

to =sup{t € [0,1]; z +t(y —x) € A} € [0,1]

wiirde folgen, dass z + to(y — z) € P N OA wire.
Im niichsten Schritt zeigen wir, dass go f : A — R zulissig ist. Man beachte zunichst, dass g : f(A) — R,

g(x) = g(x) fiur z € f(A); g(x) = 0 sonst

nach Lemma 10.13 eine zuléssige Funktion ist. Also ist die durch

K = {y € f(A); § ist unstetig in 2} C R"
definierte Menge diinn und kompakt. Nach Voraussetzung ist die von f induzierte Abbildung
fo:Int(A) =V, z— f(x)

Cl-invertierbar. Da f(C) N K C V diinn und kompakt ist, ist die Menge

[ (E)NC = [ (f(C)NK) C Int(4)
nach Korollar 11.2 diinn und kompakt. Da B nach Konstruktion durch endlich viele abgeschlossene

Quader mit Volumensumme kleiner e {iberdeckt wird, kann

f(E)nA=(f (K)nB)U(f (K)nC)

durch endlich viele abgeschlossene Quader mit Volumensumme kleiner 2¢ iiberdeckt werden. Da e beliebig
klein gew&dhlt werden kann, ist damit gezeigt, dass }1 (K)N A C R™ eine diinne Menge ist.

Sei z € AN }1 (K)¢. Dann ist f(x) € f(A) N K¢ und daher ist g stetig in f(x). Dann ist auch g stetig
in f(x). Insgesamt folgt, dass die Menge der Unstetigkeitspunkte von go f : A — R enthalten ist in der
diinnen Menge ;‘1 (K)n A.

Die Mengen f(A), f(B) und f(C) sind zulédssig nach Satz 11.3. Die Mengen A und B N C sind diinn.
Der Durchschnitt von f(B) und f(C) ist wegen

fB)Nf(C) C f(OA)U f(BNC)

nach Korollar 11.2 diinn. Fiir4,j € {1, ..., s} mit ¢ # j sind die Mengen Q; NQ; diinn und nach Korollar
11.2 sind auch die Durchschnitte

f(Qi) N f(Q)) = f(QiNQy)
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diinn. Die Bemerkungen im Anschluss an Lemma 11.6 und Satz 11.10 zeigen, dass

/gdx: /gdaz—l—/gdx: /gdx—kz / gdz
=@

f(4) f(B) 1(C) f(B)
= / gdaz—l—Z/goﬂdetJﬂdaz
1(B) =l
= / gdw—l—/gOf|detJf|da:
f(B) c
:/gof\detJﬂda:—/gof\detJﬂdz—i— / gdx.
A B f(B)

Da f|4 Lipschitz mit Konstante L ist, folgt wie im Beweis von Lemma 11.1, dass

V(f(P;nA)) < (2v/nL)"V(P)

ist fiir alle ¢ = 1,...,7. Als Anwendung von Lemma 11.6 (a) erhdlt man, dass
<ZV f(P;NA)) < (2/nL)" ZV < (2v/nL)"e

Mit Lemma 11.11 erhélt man, dass sich die beiden Seiten der behaupteten Transformationsformel héchs-

tens um
[ 9o fidensslda| + | [ gds| < llgo fidetssl 1aV(B) + gl siaV (£(B)
B (B)
< llgo fldetJ¢| [la€ + llgll y(a) (2v/nL)"e
unterscheiden. Da e > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. O

Korollar 11.13. (Polarkoordinaten) Sei R > 0 und K = Kr(0) = {z € R?; ||z|| < R} die abgeschlossene
Kreisscheibe mit Radius R um 0. Dann ist K C R? zulissig und fiir jede stetige Funktion g : K — R gilt

R 2
/g(x)dx:/r /g(rcosgpmsingp)dg@ dr.
K 0 0

Beweis. Die Abbildung f : R? — R2, f(r,) = (rcos,rsing) ist stetig partiell differenzierbar mit
detJy(r, ) = r fiir alle (r,) € R?. Die kompakte Menge A = [0, R] x [0,27] C R? ist zuléissig und die
von f induzierte Abbildung

£ Int(A) =]0, R[x]0, 2n[— {z € R?; |lz|| < B} \ ([0, R) x {0})
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ist C''-invertierbar (siche Beispiel 8.11). Mit der Transformationsformel (Satz 11.12) und dem Satz von

Fubini (Satz 9.13) erhilt man

/gdz = / gdz = /gof|detJf|d(r, )

K f(A) A

= / g(r cos p, rsin p)rd(r, ¢)

A
R /2n
= /r /g(r cos @, rsin)dp | dr.
0 0
Die Zulissigkeit von K = f(A) wurde bereits in Satz 11.3 bewiesen. O

Als Anwendung der Polarkoordinatenformel aus Korollar 11.13 berechnen wir ein uneigentliches

1-dimensionales Riemann-Integral.

Beispiel 11.14. Nach Korollar 11.13 gilt

or / R R
/ e_(’”2+y2)d(x,y) :/ /e_rzrdr do = 2w e~ rdr
Kr(0) 0 0 0
= e |§ =7(l- efRQ) (R*C;O) .

Mit Ky 5p = K 55(0) \ Kr(0) folgt

0< / e_(’“2+92)d(x,y) < / e_(’”2+yz)d(:c,y)

[-R,R]*\KR(0) Kr var
K\/§R(O) KR(O)
Also gilt auch
R / R
7= lim / e~ 4z y) = lim / e+ gy | d
R—o0 R—
[-R,R]? —-R \-R
R 2 [eS) 2
= lim (/ e dr | = / e~ dz
R—o0
R — 00
Dabei haben wir noch einmal den Satz von Fubini benutzt. Also gilt
/ e~ dx = /7.
—o0

Man beachte dabei auch, dass die Existenz dieses uneigentlichen Integrals eine einfache Konsequenz
des Majorantenkriteriums fiir uneigentliche Riemann-Integrale (Bemerkung 18.7 (b) in [EAI]) und der

Konvergenz des uneigentlichen Riemann-Integrals f loo x~2dx folgt.
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