2 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir benutzen die Bezeichnungen N = {0,1,2...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen und N* = N\ {0}

fiir die Menge der positiven ganzen Zahlen.

Definition 2.1. (Konvergenz). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei (zx)xen eine Folge in X und z € X
beliebig. Man sagt, dass (zx)ren gegen x konvergiert und schreibt dafiir limg_,o 2 = z, falls fur jede

Umgebung U von z ein Index kg € N existiert mit x € U fir alle k > k.

Nach Definition des Umgebungsbegriffs bedeutet limg_, o xx = & genau, dass fiir jedes € > 0 ein kg € N
existiert mit d(zy,x) < € fiir alle k > ko.
Bemerkung.

Aquivalente Metriken (siche Definition 1.13) liefern dieselben konvergenten Folgen.

Lemma 2.2. Sei (z)ren eine Folge in R™ und sei a € R™ mit
g = (Th1y .-, Tkn) (K €EN) und a = (a1,...,an).
Dann gilt limg_, o o = a in R™ genau dann, wenn limg_, o Tk, = a, in R ist fir jedesv =1,...,n.

Beweis. Sei limy_,o0 x, = a in R™ und sei v € {1,...,n}. Dann gibt es zu gegebenen € > 0 ein kg € N
mit ||z — al| < € fiir alle & > ko. Nach Definition der euklidischen Norm || - || auf R™ gilt dann auch
|Zry — av] < ||k — al| < € fiir alle k > k.

Sei umgekehrt limy_, o Tk, = a, in R fiir v =1,...,n und sei € > 0. Dann existiert fiir jedesv =1,...,n
ein k, € N mit |z, —a,| < ﬁ fiir alle & > k,. Fiir & > max{ky,...,k,} folgt, dass |z — al =

1/2

(S0 o —an) 7 < =
Genauso sieht man, dass eine Folge (zy)ren in C™ gegen ein a € C™ konvergiert, wenn sie komponenten-

weise gegen a konvergiert.
Satz 2.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei M C X eine Teilmenge. Dann ist
M = {x € X; es gibt eine Folge (xk)ren in M mit klim xp=1x}.
—00

Beweis. Ist x € M, so gibt es fiir jedes k € N* ein z}, € B% (z)NM. Dann ist (xg)gen+ eine Folge in M mit
limg 00 x = x. Sei umgekehrt (zx)ken eine Folge in M mit limy oo 2 =  und sei U eine Umgebung
von z. Nach Definition der Konvergenz gibt es ein ky € N mit z; € U fiir alle k > ky. Insbesondere ist

UnM + 2. 0
Definition 2.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum

(a) Eine Folge (x)ken heifit Cauchy-Folge, falls fiir jedes € > 0 ein kg € N existiert mit d(zg, x¢) < € fir
alle k, ¢ > k.

12



(b) Der metrische Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in (X, d) konvergiert.

(¢) Ein normierter Raum (V|| - ||) heiit wvollstindig (oder Banachraum), falls V' mit der induzierten

Metrik d(z,y) = ||x — y|| vollstindig ist.
Satz 2.5. Die normierten Rdume R™ und C™ sind vollstindig.

Beweis. Sei K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen und sei (zx)g>0 eine Cauchy-Folge in K™
mit

xk:(xklw"?mk)n) (kzo)
Dafirv=1,...,nundk, ¢ € N die Abschitzung |z, —zs,| < ||z —x¢| gilt, sind die Folgen (zx,)x>0 (v =

1,...,n) Cauchy-Folgen in K. Da K vollsténdig ist, existieren die Limiten

a, = lim z,, (v=1,...,n)
k—o0
in K. Aus Lemma 2.2 folgt, dass die Folge (zx)r>0 in K™ gegen (a1, ..., a,) konvergiert. O

In metrischen Rdumen gilt eine Verallgemeinerung des Intervallschachtelungsprinzips.

Satz 2.6. (Schachtelungsprinzip). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei (Ay)g>o eine

Folge abgeschlossener Mengen in X mit
D # Apy1 C Ag
fir alle k > 0 und so, dass die Folge der durch
diam(Ag) = sup{d(x,y); =,y € A}
definierten Durchmesser der Mengen Ay, gegen 0 konvergiert. Dann gibt es ein x € X mit {z} = ﬂkZO Ag.

Beweis. Wihle fiir jedes k € N ein Element z; € Ay. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein kg € N
mit diam(Ay) < e fiir alle & > ko. Dann ist d(zy, z¢) < € fir alle k, £ > kq. Also ist (zx)x>0 eine Cauchy-
Folge in (X, d). Wegen der vorausgesetzten Vollstandigkeit von (X, d) existiert der Limes z = limy_, o0 2k
in X. Nach Satz 2.3 (siehe auch Korollar 1.18) folgt aus der Abgeschlossenheit der Mengen Ay und der
Bedingung, dass die Mengen Ay mit wachsendem k kleiner werden, dass
T = glij& Ty € Ag
>k

ist fiir alle k € N. Ist y € X ein weiteres Element mit y € Ay, fiir alle k¥ € N, so gilt d(z,y) < diam(Ag)
fiir alle & und damit d(x,y) = 0. Also besteht der Durchschnitt aller Mengen Ay genau aus dem einen
Element . O
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Definition 2.7. (Stetigkeit) Seien (X, d), (Y, d’) metrische Rdume, D C X eine Teilmenge und f : D —
Y eine Abbildung.

(a) Fiir a € D und ¢ € Y schreibt man
lim f(z) = ¢,

r—a

falls limy_ o0 f(zx) = c ist fiir jede Folge (x)k>0 in X mit limy_,o 25 = a.

(b) Die Funktion f: D — Y heiit stetig in einem Punkt a € D, falls

lim f(z) = f(a)

r—a
ist.
(c) Die Funktion f: D — Y heifit stetig, falls sie in jedem Punkt a € D stetig ist.

Man sieht sehr leicht, dass eine Funktion f : D — Y wie in der letzten Definition stetig ist (oder stetig
in einem Punkt a € D ist) genau dann, wenn f als Funktion von D versehen mit der Relativmetrik von

X nach Y dieselbe Eigenschaft hat (siehe Beispiel 1.2 (c)).

Satz 2.8. Sind f: X =Y, g:Y — Z stetige Abbildungen zwischen metrischen Raumen, so ist auch die
Komposition go f : X — Z stetig.

Beweis. Ist (x)r>0 eine konvergente Folge in X mit limy_, o x; = a, so gilt lim,_, f(zx) = f(a) in Y,

da f stetig ist, und limg_ o g © f(zx) = limg— 00 9(f(zx)) = g(f(a)) in Z, da g stetig ist. O
Lemma 2.9. Sei K =R oder K = C. Die Koordinatenprojektionen

m K" = K, (z,)y—a,(v=1,...,n)
sind stetig.

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist die Konvergenz einer Folge in R” (und genauso in C") dquivalent zur kom-
ponentenweisen Konvergenz. Insbesondere impliziert Konvergenz in K™ komponentenweise Konvergenz.

Das ist dquivalent zur Stetigkeit der Koordinatenprojektionen mq, ..., m,. O

Als Folgerung erhiilt man, dass eine Abbildung mit Werten in K" (K = R oder K = C) genau dann

stetig ist, wenn alle Koordinatenfunktionen stetig sind.

Satz 2.10. Sei (X,d) ein metrischer Raum und f: X — K" (K =R oder K = C) eine Abbildung. Die
Abbildung f ist stetig genau dann, wenn alle thre Koordinatenfunktionen f, = 7, o f : X — K stetig

sind.
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Beweis. Ist f: X — K™ stetig, so sind die Koordinatenfunktionen 7, o f : X — K (v = 1,...,n) nach
Satz 2.8 und Lemma 2.9 als Kompositionen stetiger Abbildungen stetig.
Seien umgekehrt alle Koordinatenfunktionen 7, o f : X — K (v = 1,...,n) stetig. Ist (x)r>0 eine

konvergente Folge in X mit limy_,o 2 = a, so konvergiert die Folge (f(zx))r>0 wegen

lim m,(f(y)) = lim (m, 0 f)(wy) = (0 f)(a) = m(f(a)) (1=v=n)

k—o0
komponentenweise in K™ gegen f(a). Nach Lemma 2.2 gilt auch limg_,o f(2x) = f(a) in K™. O

Die Grenzwertsitze in R (oder C) besagen gerade, dass die algebraischen Operationen Addition, Multi-

plikation, Quotientenbildung stetige Abbildungen zwischen geeignet definierten metrischen Rdumen sind.

Satz 2.11. Sei K =R oder K = C und K* = K \ {0}. Versieht man K2 = K x K mit der euklidischen
Metrik, so sind die Abbildungen

(a) add: K x K = K, (x,y) =~ z+y,

(b) m: K x K, (z,y) — z-y,

(c) g: K xK*— K, (a:,y)+—>E
Y
stetig.

Beweis. Sei ((zk,yx))k>0 eine Folge mit Limes (x,y) in K x K (bzw. K x K*). Nach Lemma 2.2 gilt
dann limg oo 2 = 2, limgooyr = vy in K und yi # 0 # y im Falle (c). Nach den Grenzwertsétzen
aus der Analysis I folgt, dass limg oo (Tr + yk) = ¢ + v, limg_,oo(2k - yx) = - y und im Falle (c) auch

limg 00 Z—: =3 ist. Nach Definition 2.7 bedeutet dies genau, dass die angegebenen drei Abbildungen

stetig sind. O

Korollar 2.12. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien f,g : X — K (K = R oder K = C) stetig.

Dann sind auch

(a) f+9g: X—>K, z— f(x)+gx), f-9g: X > K, z+— f(x)g(x) und

(t) ;C:Xo:{wEX;g(x)#O}aK,fo(x)

g()

stetig.

Beweis. Nach Satz 2.10 sind die Abbildungen

(f.9): X = K?, @ (f(x),9(2))

und, wenn man K x K* mit der Relativmetrik von K x K versieht,

(f,9), Xo = K x K", x— (f(z),9(x))
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stetig. Nach den Sétzen 2.8 und 2.11 sind dann auch

f+g=addo(f,g), f-g=mo(f,g), ==qo(f,9):Xo— K

Q |~

als Kompositionen stetiger Abbildungen stetig. O

Beispiel 2.13. (a) Ein Monom vom Grade r auf R" ist eine Abbildung der Form

R™ 5 R, (z1,...,3,) — zit ab2 ... gk

wobei ki,...,k, € N feste Zahlen sind mit k; + ...+ k,, = r. Eine Polynomfunktion vom Grade < r
auf R"™ ist eine Abbildung der Form

. _ k kn
F:R" >R, F(z1,...,2,) = E Chyo oy X710 - T
(klvu-akn)eN"
kit...tkn<r

wobel ¢, ., fest gegebene reelle Zahlen seien. Nach Lemma 2.9 und Korollar 2.12 (endlich oft

angewendet) sind diese Funktionen stetig.

(b) Ist V ein normierter Vektorraum iiber K = R oder K = C, so ist die Abbildung ||| : V = R, z — |||
stetig. Dies folgt direkt aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung nach unten (siehe die Bemerkung
zu Definition 1.3)

Hizll =yl < [l =yl (z,y € V).

Wie in der Analysis I kann man auch die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Rdumen mit

einem geeigneten e-d-Kriterium beschreiben.

Satz 2.14. (e-5-Kriterium) Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Riumen und seia € X.

Die Abbildung f ist stetig in a genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

f(Bs(a)) C Be(f(a)).

Beweis. Sei f stetig in @ und sei € > 0. Gédbe es kein § mit der behaupteten Eigenschaft, so wiirde zu
jedem k € N* ein Element xy € B1i(a) existieren mit f(zx) ¢ Be(f(a)). Dann wiirde (z)r>1 gegen a
in X konvergieren, aber (f(zx))g>1, wiirde nicht in Y gegen f(a) konvergieren. Dies widerspricht der
vorausgesetzten Stetigkeit von f in a.

Sei umgekehrt das angegebene e-§-Kriterium im Punkt a erfiillt. Konvergiert (zx)r>0 in X gegen a und
ist € > 0, so gibt es nach Voraussetzung ein § > 0 mit f(Bs(a)) C B.(f(a)). Zu dem so gewihlten 6 > 0
gibt es ein kg € N mit z;, € Bs(a) fiir alle & > ko. Dann ist d(f(zx), f(a)) < e fur alle & > ko. Also

konvergiert (f(xk))k>0 in Y gegen f(a), und die Stetigkeit von f in a ist gezeigt. O
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Beispiel 2.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum und @ # A C X eine Menge. Fiir # € X definiert man
den Abstand von x zu A durch
d(z,A) = ingd(x,a).

aec

Die Funktion X — R, = — d(z, A) ist stetig. Es gilt sogar
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y)

fiir alle z,y € X. Zum Beweis seien x,y € X beliebig. Dann gilt fiir allea € A
d(z,a) < d(z,y) + d(y,a).

Indem man auf beiden Seiten das Infinum bildet, erhélt man

. < _ . .
alreli1 d(z,a) < ;gg(d(x,y) +d(y,a)) = d(z,y) + alrelg d(y,a)

oder dquivalent

d(z,A) —d(y, A) < d(z,y).

Durch vertauschen von z,y erhilt man, dass auch

gilt. Hieraus folgt die behauptete Ungleichung und damit auch die Stetigkeit der Abbildung X — R,
x —d(x, A).

Definition 2.16. (GleichméBige Konvergenz)
Seien X, Y metrische Rdume und seien f, : X =Y (n € N), f: X — Y Abbildungen. Die Folge (fy)n>0
konvergiert definitionsgemaf3 gleichmdfsig auf X gegen die Abbildung f, falls fiir jedes € > 0 ein ng € N

existiert so, dass fiir alle n > ng die Ungleichung d(f,(x), f(z)) < € fir alle x € X gilt.

Offensichtlich ist die definierende Bedingung fiir die gleichméBige Konvergenz der Folge (f,,)n>0 gegen f

dquivalent dazu, dass zu jedem € > 0 ein ny € N existiert mit sup,c x d(fn(z), f(z)) < € fiir alle n > ny.

Satz 2.17. Seien X,Y metrische Riume und seien f, : X - Y (ne€N), f: X =Y Abbildungen. Sind
alle f,, (n € N) stetig und konvergiert (f,)nen gleichmdfig auf X gegen f, so ist auch f: X —'Y stetig.

Beweis. Sei g € X und sei € > 0. Da (f,)nen gleichmiiBig gegen f konvergiert, gibt es ein ng € N mit
d(fn(x), f(x)) < £ fiir alle z € X und alle n > ng. Da f,, stetig ist in x¢, gibt es nach dem e-0-Kriterium
ein 0 > 0 mit fp,(Bs(20)) C Bs(fn,(w0)). Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle x € Bjs(wxo), dass

d(f(l‘), f(xO)) < d(f(l‘), fno (1‘)) + d(fno ({L‘), fno (LL'())) + d(fno(xo)v f(‘ro))
< g + g + g = €.
gilt. Also ist f stetig in xg. O
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Fiir die Stetigkeit linearer Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen gibt es andere niitzliche

Kriterien.

Satz 2.18. Seien V,W normierte K-Vektorrdume iiber K = R oder K = C. Eine lineare Abbildung

AV = W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit ||Az|| < c||z|| fir alle x € V.

Beweis. Sei A stetig. Da A stetig ist im Punkt 2 = 0 mit A0 = 0, gibt es nach dem e-§-Kriterium (Satz
2.14) zu e = 1 ein § > 0 mit ABs(0) C B1(0). Da fiir alle z € V' \ {0}

2
AwM|m< ) < 2)qf
5 AETARE
2
5

gilt, ist das behauptete Stetigkeitskriterium erfiillt mit ¢ = %. Ist umgekehrt ¢ > 0 eine Konstante wie im

Satz und sind ¢ € V, € > 0 gegeben, so gilt

[Az — Azo|| = [|A(z — zo)|| < cllz — woll <€
fiir alle 2 € V mit ||z — 20| < £. Nach dem e-d-Kriterium ist A stetig in jedem Punkt 2o € V. O
Beispiele.

(a) Versieht man den R-Vektorraum Cla,b] = {f : [a,b] — R; f ist stetig} mit der Norm (siehe Beispiel
1.7)
[flljap) = sup |f(z)],

z€la,b

so definiert

b
I:Cla,b] - R, f—)/ Fdt

eine stetige lineare Abbildung. In der Analysis I wurde gezeigt, dass das Riemann-Integral linear ist.

Die Stetigkeit von I folgt mit Satz 2.18 aus der Giiltigkeit der Abschitzung

b b b
IUWﬂ/wa/UWS/HNWW=®—Mmmw

die ebenfalls in der Analysis I (Satz 16.13 (b) in [EAI)) fiir alle stetigen Funktionen f € Cfa, b] gezeigt

wurde.

(b) Sei der R-Vektorraum C[0,1] = {f; f :[0,1] — R ist stetig differenzierbar} mit der Norm || -

aus Teil (a) versehen. Dann ist die Abbildung
D:C'0,1] = C[0,1], f~s f’

linear, aber nicht stetig. Die Linearitiit ist klar. Da die Funktionen f, € C'[0,1] definiert durch

Jn(x) = 2™ die Norm || f,||j0,1] = 1 besitzen, aber die Folge der Normen

£l = lIna" My =n (n>1)

unbeschrinkt ist, folgt mit Satz 2.18, dass die Abbildung D nicht stetig ist.
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Definition 2.19. Seien V, W normierte K-Vektorraume und A : V' — W eine stetige lineare Abbildung.
Dann heift
[A]l = sup{[|Az|; [lz|| <1}

die Norm oder Operatorraum von A.
Nach Satz 2.18 ist | A|| € [0, 00). Es ist nicht schwieirig zu zeigen, dass
[A]l = sup{[|Az]}; [lz]| <1} = sup{[[Az]; [l=] =1}
gilt und dass die Operatornorm wirklich eine Norm auf dem K-Vektorraum
{A:V — W; A ist linear und stetig}
definiert.
Lemma 2.20. Sei K =R oder C. Dann ist jede lineare Abbildung A : K™ — K™ stetig.

Beweis. Da die konvergenten Folgen beziiglich der Summenmetrik d; (z,y) = ||z—y||1 und der euklidischen
Metrik da(z,y) = ||z — y||2 sowohl in K™ als auch in K™ dieselben sind (Bemerkung 1.6), geniigt es zu
zeigen, dass A : K™ — K™ beziiglich der Summennormen auf K" und K™ stetig ist. Da fiir alle
T = (2i)is

[ Azl =

n n
S aude| <3 fed e < (e, 14e) e
1= 1=

gilt, folgt dies direkt aus Satz 2.18. Hierbei bezeichnet e; = (0,...,0,1,0,...,0) den i-ten kanonischen
Einheitsvektor in K™. O

1

Fir A = (a;;) € M(m xn,K) sei My : K - K™, v — Az = (Z;.Lzl aijxj>1<i<m der Operator der
Multiplikation mit der (mxn)-Matrix A. Wie immer, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes vorausgesetzt

wird, seien die K-Vektorrdume K™, K™ mit ihrer euklidischen Norm versehen.

Lemma 2.21. Seien m,n € N*. Durch

|11 M(m xn, K) = R, [|A]l = [|Mal| = e, [ Maz|

wird eine Norm auf M(m x n, K) definiert. Es gilt
[ Az || < | A {|]|
fir alle A e M(m xn,K) und x € K".

Beweis. Nach Lemma 2.20 ist ||A| € [0,00). Fiir A,B € M(m x n,K) und X € K gilt

A= sup [[(AA)zl] = sup A[fAz] =[] HSlﬂlngAxll = [AAll

llzll<1 llzll<
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und

|4+ Bl = sup [[(A+ Bjzl| < sup (|[Az][+[|Bzll) < sup [[Az]+ sup |B]=[A]+[|B].

llzll< llzll< llzll< lzll<

Fir z € K™\ {0} gilt
JAz] = |14 (” |) el < 141 2]l

Insbesondere ist A = 0 genau dann, wenn ||A|| = 0 ist. Damit sind alle Behauptungen bewiesen. O
Bemerkung 2.22. Fiir A = (a;;) € M(m x n, K) gilt
max{|a;;l; 1 <i<m, 1<j<n}<|A| <vVmnmax{|a;|; 1 <i<m, 1<j<n}
Zum Beweis der ersten Ungleichung beachte man, dass fiir alle 1 <i <m und 1 < j < n gilt
1A= [[Aej ]| = [[(ap)i<pcmll = las].

Sei @ = max{|a;;|; 1 <i<m, 1 <j<n} Firz=(r;) € K" mit ||z]| <1lund y = (y;) = Az € K™

folgt mit Bemerkung 1.6 und Beispiel 1.5 (a), dass
n n
il = > agas| <D lai| 5] < [l(as)1<j<nll2ll2]l2
j=1 j=1

<+n _max laij] < Vna
J=1,..,n
fir alle ¢ = 1,...,m gilt. Also ist ||yl < vVmmax;=1 . |y < vnma. Damit ist auch die zweite
Ungleichung bewiesen. Als Anwendung dieser beiden Ungleichungen erhélt man, dass eine Folge von
Matrizen in M (m x n, K) genau dann konvergiert, wenn sie koeffizientenweise konvergiert, und dass eine
Funktion von einem metrischen Raum mit Werten in M(m X n, K) genau dann stetig ist, wenn alle

Koeffizientenfunktionen als K-wertige Abbildungen stetig sind.

Satz 2.23. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Ridumen X und Y ist genau dann stetig,
-1
wenn fir jede offene Menge V. .CY das Urbild f (V) C X von V unter f eine offene Teilmenge von X

18t.

Beweis. Sei f: X — Y stetig und seien V' C Y offen, x 6}1 (V). Da V offen ist, gibt es ein € > 0 mit
B.(f(x)) Cc V. Nach dem e-0-Kriterium der Stetigkeit (Satz 2.14) gibt es zu € ein ¢ > 0 mit f(Bs(x)) C
B.(f(x)). Also haben wir zu jedem Punkt z 6}1 (V) ein 6 > 0 gefunden mit Bs(x) C}l (V). Damit ist
die Offenheit von }1 (V') gezeigt.

Sei umgekehrt das Urbild jeder offenen Teilmenge V' C Y unter f offen in X. Fiir z € X und € > 0 ist
dann die durch U :}1 (Be(f(x)) definierte Menge U offen in X. Wegen x € U gibt es ein § > 0 mit
Bs(X) C U. Dann folgt aber f(Bs(z)) C f(U) C Be(f(x)), und die Stetigkeit von f in jedem Punkt
z € X ist gezeigt. O
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