4 Kurven im R"

Sei I C R ein beliebiges Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen, beschriinkt oder unbeschrinkt), das

mindestens einen Punkt enthélt.

Definition 4.1. (a) Unter einer Kurve im R™ versteht man eine stetige Abbildung f : I — R"™, die als

Definitionsbereich ein Intervall I wie oben besitzt.

(b) Eine Kurve f = (f1,..., fn) : I = R™ heilt differenzierbar (stetig differenzierbar), falls alle Koordi-

natenfunktionen f, : I — R differenzierbar (stetig differenzierbar) sind.
Beispiele 4.2. (a) Seien a € R™ und v € R™ \ {0}. Die Kurve
f:R=R" f(t)=a+tv
beschreibt eine Gerade im R™ durch den Punkt a in Richtung v.
(b) Sei r > 0. Es gilt (Korollar 13.11 in [EAIT])
{(z,y) € R%; ||(z,y)|| =7} = {(rcost, rsint); t € [0,27]}.
Dies ist die Bildmenge der Kurve f : [0,27] — R2, f(t) = (rcost, rsint).
(c) Seien r >0, ¢ € R\ {0}. Die Kurve
f:R =R f(t) = (rcost, rsint, ct)
beschreibt eine Schraubenlinie im R® um die z3-Achse.
(d) Sei ¢ : I — R stetig. Dann ist der Graph von ¢ die Bildmenge der Kurve
fI =R f(t) = (t9(t)).
Definition 4.3. Sei f: I — R™ eine Kurve und sei z € R™.

(a) Man nennt x einen Doppelpunkt der Kurve f, wenn es t1,to € I mit t1 # ty und f(t1) =z = f(t2)
gibt.

(b) Ist f differenzierbar und ¢ € I, so nennt man

1) = (@), fr®)
den Tangentialvektor von f zum Parameterwert ¢ und

f'(t)
1@l

den Tangenten-FEinheitsvektor von f zum Parameterwert ¢.

(falls f/(t) # 0 ist)
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(c) Sei f stetig differenzierbar und ¢y € I. Dann heifit f reguldr, wenn f'(t) # 0 ist fiir alle ¢ € I. Man

nennt ¢t singuliren Parameterwert, falls f/(to) = 0 ist.

Beispiele 4.4. (a) Ist f : I — R" differenzierbar und ist f(¢t1) = = = f(t2) mit ¢1 # ta, so kann
natiirlich f/(t1) # f’(t2) gelten. So ist etwa f : R — R2, f(t) = (t> — 1,3 — t) stetig differenzierbar
mit f(1) = (0,0) = f(—1) und wegen f'(t) = (2t,3t> — 1) ist f'(1) = (2,2) # (—2,2) = f'(-1).

(b) (Neilsche Parabel) Die stetig differenzierbare Kurve
FiR=R? f(t) = (2,¢%)
hat t = 0 als einzigen singuliren Parameterwert, denn f’(t) = (2t,3t?). Man priift leicht nach, dass
f(R) = {(z,y) €R?; >0 und y = +x3}.

Definition 4.5. Seien f : [y — R"™, g : I, — R" regulidre Kurven und seien t; € I, to € Iy mit
f(t1) = g(t2). Die eindeutige Zahl (Satz 13.13 in [EAI]) 6 € [0, 7] mit

{(f'(tr), g'(t2))
1) Hlg" (E2)

heifit der Schnittwinkel zwischen f und g bei den Parametern t; und ts.

cos =

In Definition 4.5 bezeichnet
() :R*xR" = R, (x,y) = leyz
i=1

das kanonische Skalarprodukt auf R™. Nach Beispiel 1.5 (a) gilt
{z,v)| < ||lz|| llyl| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

fiir alle z,y € R™.
Sei f : [a,b] — R" eine Kurve (a,b € R mit a < b). Fiir jede Teilung 7' = (¢;)*_, von [a, b], das heifit

Punkte ¢; mit a = tg < t; < ... <t = b, nennen wir

k
L(F.T) = D2 () = F (k)]

die Léinge des durch die Folge (f(t;))%_, definierten Polygonzuges.

Definition 4.6. Eine Kurve f : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar, falls es eine Zahl L € R gibt so, dass fiir
jedes € > 0 ein § > 0 existiert mit L(f,T) < e fiir jede Teilung T von [a,b] mit Feinheit w(7T) < J. In
diesem Fall heifit L die Léinge oder Bogenlinge von f (geschrieben L(f)). Hierbei ist die Feinheit oder
Spurweite einer Teilung T = (¢;)%_, von [a, b] definiert durch w(7T") = max;—1,__x(t; —t;—1) (Definition

16.10 in [EAI]).
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Lemma 4.7. Sei f : [a,b] — R" eine Kurve. Seien S = (s;)f_, und T = (t;)-, Teilungen von [a,b]. Ist

S feiner als T (das heifit t; = s;; fir geeignete 0 =ig < iy < ... <ipm =k), s0 ist
L(f,T) < L(f,S).

Beweis. Die Behauptung folgt als Anwendung der Dreiecksungleichung

m

BT = S~ F =3 3 Hs) — S

j=1||v=i;_1+1

m 15

<D0 > M) = fs-0)l = LS, S). O

j=1 l/:ij_l—‘rl
Satz 4.8. Sei f : [a,b] = R™ eine Kurve (a,b € R mit a < b). Dann ist f rektifizierbar genau dann,
wenn das Supremum

s=sup{L(f,T); T Teilung von |a,b]}
endlich ist. In diesem Fall ist L(f) = s.

Beweis. Sei f rektifizierbar. Sei € > 0 und T eine Teilung von [a,b]. Zu € wihle man ein § > 0 wie in

Definition 4.6. Dann gibt es eine Teilung S, die feiner ist als 7', mit w(S) < §. Mit Lemma 4.7 folgt, dass
L(f,T) < L(f,5) € IL(f) — €, L(f) +¢€[.
Da T eine beliebige Teilung von [a, b] ist, konnen wir schlielen, dass
L(f)+ €= 5> L(f,5) > L(f) — €.

Da € > 0 beliebig ist, folgt hieraus, dass s = L(f) ist.

Sei umgekehrt das Supremum s < oo und sei € > 0 beliebig. Dann gibt es eine Teilung S = (s;)}L, mit
L(f,S) > s—5. Da f nach Satz 3.13 gleichméfig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit § < minj—y . m(s;—s;5-1)
so, dass

1 () = f(s)]l < e/4m

ist fiir alle s,t € [a,b] mit |s —t| < . Sei T = (¢;)¥_, eine beliebige Teilung von [a, b] mit w(T) < § und

sei

I'={ie{l,....k}; Jtic1, ti[ N {s0,...,8m} # D}
Dann gibt es zu jedem 7 € I genau einen Index j; € {0,...,m} mit s;, € |t;_1,¢;[. Mit Lemma 4.7 erhalten
wir

L(£,S) < > ) = fm) + D (1f ) = f(s5,)
i=1,....k iel
i¢I

+ 1f (s5.) = f(t-0) D) -
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Die Summanden in der zweiten Summe schitzen wir ab nach oben gegen

£ (i) = f(tim)l + 2[1f (s5.) — fEiza)]
und erhalten
L(f,8) < L(£.T) +2(m = 1)(e/4m) < L(£.T) + .
Insgesamt folgt, dass

s> L(f,T) 2L(f,S)—g>s—€.

Damit ist gezeigt, dass f rektifizierbar ist und dass L(f) = s ist. O

Das in Satz 4.8 gebildete Supremum s nennt man auch die totale Variation der Funktion f. Fiir stetig

differenzierbare Kurven lésst sich die Lénge als Riemann-Integral der Funktion || f’|| berechnen.

Satz 4.9. Jede stetig differenzierbare Kurve f : [a,b] — R™ ist rektifizierbar mit

o) = [ Ir @l

Beweis. Sei f : [a,b] — R" stetig differenzierbar und sei € > 0. Da die Funktionen f1,..., f; gleichmiBig

stetig sind, gibt es ein § > 0 mit

[12() = £i(s)| < e/ (V/n(b - a))

fiir s,¢ € [a,b] mit [s —t| < dund v =1,...,n. Sei T = (;)¥_, eine Teilung von [a,b] mit w(T) < § und

seii € {1,...,k}. Es geniigt zu zeigen, dass die Zahl

ti_

A= | 1£(t) — F(tn)l| - / oI

kleiner als (¢/b—a) (t; — t;—1) ist. Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 15.4 in

[EAI]) angewendet auf die Funktionen f,|j;,_, ) gibt es Zahlen 71,...,7, € Jt;_1,t;[ mit

ti—1,

Ft:) = ftiza) = (8 = tima) (f(70))0=1-
Da die Funktion || f|| stetig ist (Beispiel 2.13 (b)), erlaubt es der 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung
(Satz 16.14 in [EAI]), eine Zahl 7 € [t;_1,t;] zu wihlen mit

/ PO = [ F O — ).

ti_

Mit Bemerkung 1.6 und der Dreiecksungleichung nach unten folgt die gewiinschte Abschitzung

A= @)=l = 1O (= tie1)
< M) = fo(m)o=a |t — tiza)
< WV max [|f)(7,) = f(7)I(t ~ tio1)
< (e/(b—a))(ti — tiz1).
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Summieren iiber ¢ = 1,...,k liefert, dass |L(f,T) — fab Il f'lldt| < e ist. Da T eine beliebige Teilung mit
w(T) < 6 ist, folgt die Behauptung. O

Beispiele 4.10. (a) Seien T > 0, ¢ € R und r > 0. Die Léinge der Schraubenlinie
f:]0,T) = R3, f(t) = (rcost, rsint, ct)

ist gegeben durch

T T
/”f'(t)”dt:/ V(=rsint)2? + (rcost)? + c2dt
0 0
T
/ Vit 2dt =T/ + .
0

L(f)

(b) (Zykloide) Wir beschreiben die Kurve im R? = {(x,y); =,y € R}, die ein fester Punkt P auf einem
Rad mit Radius 7 = 1 beim Abrollen auf der z-Achse beschreibt. Sei dazu

M = (0,1)

der Mittelpunkt des Rades zu Beginn und P der Punkt auf dem Rad, der zu Beginn die z-Achse
beriihrt. Nachdem das Rad sich um den Winkel ¢ gedreht hat, habe der Punkt P die Koordinaten
P(t) = (z(t),y(t)). Dann gilt (§ 13 in [EAI])

z(t) = t—cos(t—
y(t) = 1+sin(t—

) = t—sint

ISIERSIE]

) = 1-—cost.

Die Kurve P: R — R2, P(t) = (t —sint, 1 — cost) ist stetig differenzierbar mit

2m 2m 2m
L(Plo,2x) = / | P'(t)] dt = / \/(1 —cost)? +sin’tdt = V2 — 2costdt.
0 0

0

Wegen 2 —2cost =2 (1 —cos (2%)) =2 (1 — cos? £ +sin® L) = 4sin® (£) folgt

2m
t t
L(Pljp,2x)) = / 281H§ dt = —4 cos §|(2J'” =4-(-4)=8.
0

Definition 4.11. (Parametertransformationen)

Seien [a, b] und [«, 8] abgeschlossene Intervalle endlicher positiver Linge in R.

(a) Eine stetige bijektive Abbildung ¢ : [a, 8] — [a, b] nennt man auch Parametertransformation.

1

(b) Eine Abbildung wie in (a) heilt C'-Parametertransformation, falls ¢ und ¢~ ! stetig differenzierbar

sind.

Bemerkung 4.12. (a) Ist ¢ : [a, 8] — [a, b] eine Parametertransformation, so ist ¢! stetig (Siitze 11.2

und 11.4 in [EAI)).
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(b)

Ist ¢ : [a,8] — [a,b] eine stetig differenzierbare Parametertransformation, so ist ¢ eine C'-
Parametertransformation genau dann, wenn ¢'(¢t) # 0 ist fiir alle ¢ € [«, 3]. Die Notwendigkeit

dieser Bedingung folgt aus der Kettenregel

1=(poe ™)) =¢(¢7'(®) (¢)(®) (¢ € [ab]).

Die umgekehrte Implikation folgt aus dem Satz {iber die Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen

(Satz 14.12 in [EAI)).

Ist ¢ : [, ] — [a,b] eine Parametertransformation, so ist (Satz 11.2 in [EAI]) ¢ entweder streng
monoton wachsend oder streng monoton fallend. Im ersten Fall nennt man ¢ orientierungstreu, im
zweiten Fall orientierungsumkehrend. Ist ¢ : [, 8] — [a,b] eine C1-Parametertransformation, so ist
(Satz 15.6 in [EAI]) ¢ orientierungstreu genau dann, wenn ¢’(¢t) > 0 fiir alle t € [a, ] ist, orientie-
rungsumkehrend genau dann, wenn ¢’(¢) < 0 fiir alle ¢ € [a, b] ist. Wir definieren das Vorzeichen der

Parametertransformation ¢ durch

e(p) =1, falls ¢ orientierungstreu ist,

€(p) = —1, falls ¢ orientierungsumkehrend ist.

Sei f : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve, ¢ : [o, 8] — [a, b] eine C'-Parametertrans-

formation und g : [a, 8] = R™, g(7) = f((7)).

(i) Die Tangentialvektoren

von ¢ in 7 und f in ¢(7) unterscheiden sich um die Zahl ¢/(7) € R\ {0}. Im Falle ¢'(7) # 0
(8quivalent f'(p(7)) # 0) gilt
f'(e(r))

g'(r) _ o) fle) — ()
lg" (DI T (O] L ()l L/ (DI

(ii) Die Lénge einer stetig differenzierbaren Kurve éndert sich durch Umparamerisieren mit einer

Cl-Parametertransformation nicht

B B
L(g) /|mwmﬁ=/|wwvmmm¢vm7

w(B) b
d@/ HﬂMWz/Hﬂwﬁzﬂﬂ

()

Dabei haben wir Teil (c¢) benutzt und die Substitutionsregel (Satz 17.10 in [EAT]).
(iii) Seien f; : [as, b)) — R™ (i = 1,2) reguldre Kurven, ¢; € [a;, b;] Parameter mit fi(t1) = fa(t2)

und @; : [, Bi] = [as, bi] (i = 1,2) Cl-Parametertransformationen. Setze 7; = <pi_1(ti) und
gi = fioi: [y, Bi] = R”
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fiir i = 1,2. Dann ist ¢1(71) = g2(72) und fiir die Schnittwinkel 6 von f1, fo in ¢1,t2 und 6’ von

g1, 92 in 71, 7 gilt nach (i)

(g'(m1),9'(2)) {(f'(tr), ['(t2))

080 = Tt g )~ P T ~ (Pr)elea) cosé.

Also ist 8 = 6’| falls @1 und ¢y beide orientierungstreu oder orientierungsumkehrend sind, und

0’ = 0 — 7 sonst.
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