5 Partielle Ableitungen

Sei U C R™ eine Menge und f : U — R, (z1,...,2,) — f(x1,...,2,) eine Funktion. Man nennt die
Menge
G(f) ={(z, f(x)); €U} CR™™

den Graphen von f. Die Mengen
Ni(c)={z € U; f(z)=c} (ceR)
heiflen die Niveaumengen von f.

Firi=1,...,n bezeichne e¢; = (0,...,0,1,0,...,0) den i-ten kanonischen Basisvektor des R".

Definition 5.1. Seien U C R" offen und = € U ein Punkt in U. Eine Funktion f : U — R heifit in z
partiell differenzierbar beziglich der i-ten Koordinate, falls der Limes

Dif(x) = lim [+ hei) — f(x)

h—0 h
h#£0

eR

existiert. Man nennt D, f(x) die i-te partielle Ableitung von f in x. Statt D;f(x) schreibt man auch
g—i(x) oder 0; f(x).
Bemerkung 5.2. In der Situation von Definition 5.1 gilt:

(a) Die Menge {h € R; x + he; € U} ist eine offene Umgebung von 0 in R (Satz 2.23).

(b) Die Funktion f ist partiell differenzierbar in x beziiglich der i-ten Koordinate genau dann, wenn die

Funktion f; : {t € R;(x1,...,2i-1,t, Tit1,...,2,) EU} = R,
ti—>f(a:l,...,xi_l,t,xi+1,...,xn)

differenzierbar in z; ist (vgl. Bemerkung 14.2 in [EAI]). In diesem Fall gilt
filzi +h) = fi(x)
h

(c) Teil (b) impliziert, dass fiir die i-ten partiellen Ableitungen dieselben Rechenregeln (Summen-,
Produkt-, Quotientenregel) gelten wie fiir Ableitungen von Funktionen einer reellen Variablen (Satz

14.8 in [EAT]).
Definition 5.3. Seien U C R™ offen und f : U — R eine Funktion. Man nennt f

(a) partiell differenzierbar, wenn D; f(z) in jedem Punkt x € U fiir alle i = 1,...,n existiert,
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(b) stetig partiell differenzierbar, falls zusétzlich die Funktionen
Dif:U—=R, = D;if(zx) (i=1,...,n)
stetig sind.
Statt D; f schreibt man auch (%’: oder 0; f.

Beispiele 5.4. (a) Die Funktion r : R" = R, r(z) = |lz|| = /2 + ... + 22 ist stetig und rjgn\ (o} ist
partiell differenzierbar mit
or o

5o 0) =y (R {0])

Aus Beispiel 2.13 (b) folgt die Stetigkeit von r. Sei z € R™\ {0} und i € {1,...,n}. Da die Wurzel-

funktion
Vi (0,00) = R, @ — 1

differenzierbar ist, ist nach der Kettenregel (Satz 14.10 in [EAI]) auch die Funktion

ro{teR; ai . 42l 22l +.. +2) >0} 5 R,

tyJoi+ . al 2l 2l

differenzierbar in ¢ = x; mit
or , 1 2x; T;
Ox; () =riw:) = 2 r(z)  r(z)

(b) Sei f:(0,00) — R differenzierbar. Die Funktion

for:R"\{0} = R, z— f(r(z) = f(|z[])

ist partiell differenzierbar nach der 1-dimensionalen Kettenregel mit

6(£;T) (@) = (for)i(zi) = (for) (z:) = f(ri(z:))ri(z:)
= P @) @) = £ o) 17 = £ el 12

firi=1,...,n und x € R™\ {0}. Hierbei haben wir das Ergebnis aus Teil (a) benutzt.

(c) Partiell differenzierbare Funktionen brauchen nicht stetig zu sein. Sei etwa F' : R” — R definiert

durch
xl . x2 “ e a;"n
[||>™

Auf R™\ {0} ist F partiell differenzierbar nach (b) und der Produktregel und fiir i = 1,...,n gilt

F(z) = fiir x #£ 0, F(0) = 0.

OF Oy rx,) 1 0 1

Ox; (@) = ox; r(z)?" (@ w")axi r(z)?"
B U R o o o R SRR
- r(x)2n r(x)2n+2
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Die Funktion F' ist auch in 0 partiell differenzierbar mit

F(0+ he;) — F(0)
h

0 (h—0) oF .
= - = — =1,... .
h 0= 50 (=1 )

Aber F ist nicht stetig in z = 0, denn

() - - ()

Wir werden spéter sehen, dass aus der stetigen partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion die Ste-

x|

tigkeit der Funktion folgt.

Definition 5.5. Sei f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge U C R”.

Fiir x € U nennt man den Zeilenvektor

grad f(z) = (gi(x),...7$(x)) e R"

den Gradienten von f in x.

Beispiele 5.6. (a) Fiir r: R™\ {0} — R, r(z) = ||z| ist grad r(z) = Tt in jedem Punkt z € R™ \ {0}
(Beispiel 5.4(a)).

(b) Sei f: (0,00) — R differenzierbar und F': R" — R, F(z) = f(|[z[|). Dann ist grad F(z) = f'([|z[)) 77
fiir alle z € R™ \ {0}.

(¢) Seien f,g:U — R partiell differenzierbar. Dann ist fg : U — R partiell differenzierbar mit

grad (fg) = g grad f + f grad g,

denn aus der Produktregel folgt fir i =1,...,n auf U

fg) _ Of
8xi B Bxig—’_ f

dg
6$1’ '

Statt grad f benutzt man oft auch die Schreibweise V f (gelesen: Nabla f).
Definition 5.7. (Vektorfelder) Sei U C R™ offen.
(a) Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung v : U — R".

(b) Ein Vektorfeld v = (vy,...,vy,) : U — R™ heilt (stetig) partiell differenzierbar, falls alle Koordina-
tenfunktionen v; : U — R (stetig) partiell differenzierbar sind. In diesem Fall nennt man

~ 81}i
:U—=R
8:102» -

divwv =

i=1

die Divergenz des Vektorfeldes v.
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Ist f: U — R partiell differenzierbar, so ist grad f : U — R™ ein Vektorfeld.

Lemma 5.8. Seien U C R™ offen, f : U — R, v : U — R" partiell differenzierbar. Dann ist auch

fv: U — R"™ partiell differenzierbar mit

div(fv) = (grad f, v) + fdiv v.

Beweis. Sei v = (v1,...,vy,). Fiir 1 <4 < nist fu; partiell differenzierbar mit (fvz) = gg i + fg;l

Durch Aufsummieren erhilt man

3

div (fv) =

= (grad f, v) + fdiv v. O

Beispiel 5.9. Das Vektorfeld

v:R"\ {0} > R", v(m):ﬁ

ist nach Beispiel 5.6 (b) und Lemma 5.8 partiell differenzierbar mit

e () = (et (1) )+

_< 1 x >+ n _n—l
=l flzl’ lzll izl

Sei f: U — R eine Funktion auf einer offenen Menge U C R™. Fiir £ € N* und 44,...,ix € {1,...,n}
schreiben wir D;, D

fir alle z € R™ \ {0}.

.D;, D, f fiir die iterierte partielle Ableitung

Di (.- (Diy(Diy [)) - - ),

falls diese existiert, also falls die Funktionen f nach =z;, D; f nach xz;,, D;,(D; f) nach
Tigy -y Dip_ (.. (Diy(Diy f))...) nach x;, partiell differenzierbar sind. Bei festem k& € N* heiflen die
Funktionen

leD“f (’L'l,...7ik€{1,...,n})

die partiellen Ableitungen der Ordnung k& von f. Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ab-

leitungen wichtig.

Beispiel 5.10. Die Funktion f : R? = R,

23— a3

Ty ..
f(951>$2) = $1$2m fiir (3317302) #0, f(oao) =0

ist nach den Beispielen 5.4 (b) und 5.6 (c) auf R?\ {0} partiell differenzierbar. Mit p(z) = x122(2? —23) =

r3T9 — 1123 folgt
af 6p 1 x;
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Im Punkt z = 0 existieren die partiellen Ableitungen 1. Ordnung

5 0) =t H20) 0 iy 02— 2 o)
Da fiir x € R\ {0} gilt

(D11)(z.0) 0 (DunOs) _ st _

(D21)(2.0) £y, DaD0n) g

existieren die partiellen Ableitungen 2. Ordnung in z = 0
DyD1f(0,0) =—1+#1= D1 D5f(0,0),
aber sind verschieden.

Satz 5.11. (Satz von Schwarz) Seien U C R™ offen, 1 <i,5 <n und f: U — R eine Funktion so, dass
die partiellen Ableitungen D;D; f, D;D;f auf U existieren und in einem Punkt a € U stetig sind. Dann
st DJDZf(a) = DZDJf(G,>

Beweis. Fiir i = j ist nichts zu zeigen. Sei also i # j. Wéhle § > 0 so klein, dass
{z eR"™; ||z —a|lee <6} CU
und setze V = {(s,t) € R?%; ||(s,)||oc < §}. Wir definieren fi; : V — R durch
fij(s,t) = fa+ se; +te;) — fa+ se;) — fla+te;) + f(a).
Bildet man entsprechend f;;, indem man die Rollen von ¢ und j vertauscht, so gilt
fij(s,t) = fiilt, s)

fiir (s,t) € V. Wir fixieren einen Punkt (s,t) € V mit s # 0 # ¢. Der 1. Mittelwertsatz der Differential-
rechnung (Satz 15.4 in [EAI]) angewendet auf die differenzierbare Funktion

g:[=lsl [sll = R, g(u) = fa+ue; +te;) — f(a+ ue;)
liefert ein £ = &5+ €] — |5, |s|[ mit
fij(s,t) = g(s) — g(0) = ¢'(§)s = s (Dif(a+ &ei + tej) — Dif(a+Eei)) .
Der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung angewendet auf die differenzierbare Funktion
h=[—[t], [t]] = R, h(v) = D;f(a+ &e; + ve;)
liefert ein n = ns ¢ €] — [¢], |¢]|[ mit
fij(s,t) = s(h(t) — h(0)) = sth'(n) = stD; Dif(a+ &ei + ne;).
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Da fiir jede Folge von Paaren (s,,t,) € V mit lim, o0 $p = limy, o0 t, = 0 und s, # 0 # ¢, fiir alle
n auch die zugehorigen Folgen (&, 4, Jnen und (9, ¢, Jnen gegen 0 konvergieren, folgt aus der vorausge-

setzten Stetigkeit von D;D; f im Punkt a, dass

. . fz(sat) . fl(tas)
D;D;f(a) = (lg?) D;D;f(a+ & ei +nse) = (li)t) j? = (1;1?) JT =D;D;f(a),

wobei der Limes fiir V' 3 (s,t) — 0 mit s # 0 # ¢ gebildet wird. Dabei folgt die letzte Identitét, indem

man im obigen Beweis iiberall die Rollen von ¢ und j und s und ¢ vertauscht. O

Definition 5.12. Sei U C R" offen und sei £ € N*. Eine Funktion f : U — R heifit k-mal partiell
differenzierbar (bzw. stetig partiell differenzierbar), falls alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung

< k existieren (bzw. existieren und stetig sind). Wir schreiben

C*(U) = {f:U —R; fist k-mal stetig partiell differenzierbar},
CMUR™) = {f=(fi,... fm):U—=R™ fcCHU) firi=1,...,m},
CO(U,R™) = C(UR™)={f:U—R™; fist stetig}.

Korollar 5.13. Sei f : U — R eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen
Menge U C R™. Dann gilt fir iy, ..., i, € {1,...,n} mit 2 <r < k und jede Permutation 7 : {1,...,r} —
{1,...,7}

D, ...D; f = Di,r(k) -~-Di7r(1)f'

Beweis. Jede Permutation 7 : {1,...,r} — {1,...,r} lisst sich darstellen als Komposition endlich vieler

benachbarter Transpositionen. O

Man schreibt auch

o f o f
__ 97 _p. . .pif, YL Dby
oz, ... 0z, , / Ox? f

g

Oip, - 0i f
Beispiel 5.14. Sei U C R? offen und v : U — R3? partiell differenzierbar. Dann heifit
rot v = (Oovz — O3vg, O3vy — O, O1vg — Ogvy) : U — R3
die Rotation des Vektorfeldes v.

Korollar 5.15. Sei U C R? offen und f : U — R 2-mal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt
rot grad f = 0.

Beweis. Da f eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Funktion ist, folgt mit dem Satz von Schwarz

(Satz 5.11), dass

rot grad f = (0203f — 0302 f, 0301 f — 0103f, 0102f — 0201 f) = 0. 0
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Definition 5.16. Sei U C R" offen und f € C?(U).

(a) Man definiert
Af =div grad f = Z@ff (gelesen: Laplace f).

i=1
(b) Die Gleichung
Af=0 (feC*U))

heiflt Potentialgleichung. Thre Losungen nennt man harmonische Funktionen auf U.
Beispiele 5.17. (a) Sei f:(0,00) — R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion und
F2RU\{0} = R, F(z) = f([])-
Dann ist F' € C?(R™\ {0}) mit
AF(@) = £ (lal)) + 5

]
fir alle z € R™ \ {0}. Denn aus Beispiel 5.4(b) und der Produktregel folgt, dass die partiellen

F )

Ableitungen
(0:F)(x) = UHD”” (1<i<n)
stetig partiell differenzierbar auf R™ \ {0} sind mit
AF(z) = div grad F(z) =div ( e E ”>

(ewea 71l H>+f’(|rc||)div <|||>

- < (e H)W H|>+f( o)
Pl + 5L el

fiir alle z € R™ \ {0}. Dabei haben wir nacheinander Lemma 5.8 sowie die Beispiele 5.6(b) und 5.9

benutzt.

Insbesondere sind die Funktionen

R™\ {0}, 2 — R*\ {0} = R, z + log||z|

[|z]|m2
harmonisch.

(b) (Schwingungsgleichung) Sei ¢ € R\ {0}. Die Funktion

F:(R3\{0}) xR =R, F(zx,t) =
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ist eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Losung der Schwingungsgleichung

1 9?2

Da fiir festes ¢t € R die durch f : (0,00) = R, f(r) = w definierte Funktion 2-mal stetig

differenzierbar ist, folgt mit Teil (a)

(Z > = f"(l=I) + H I F )

fir € R?\ {0}. Es ist

—sin(r —ct)  cos(r —ct)

f/(’l") = - )

T r2
1y = = cos(r — ct) n ZSin(r —ct) n 2cos(r —ct)
r 72 73

und daher

fiir alle x € R3\ {0}. Wegen
2

ot?

P oty — sl e

folgt die Behauptung.
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