6 Totale Differenzierbarkeit

Sei U C R offen. Eine Funktion f : U — R ist differenzierbar in einem Punkt zg € U (Satz 14.6 in
[EAI]) genau dann, wenn sie linear approximierbar ist in ¢ in dem Sinne, dass eine Zahl ¢ € R und eine

Funktion h : U\ {20} — R existieren mit

f(z) = f(xo) + c(x — o) + h(z) (x € U\ {zo}) und lim h(z) =0.

T—rT0o x—x
TH#x0 0

Dies ist offensichtlich dquivalent dazu, dass eine offene Umgebung V' C R von 0 € R, eine Zahl ¢ € R und

eine Funktion ¢ : V' — R existieren mit

flzo+ &) = f(mo) + €+ (&) (€€ V) und %KI})@S):O-

§#0
Man gewinnt ¢ aus h, indem man V = U — z setzt und ¢ : V — R definiert durch ¢(§) = h(§ + ) fiir
& # 0 und ¢(0) = 0. Die umgekehrte Implikation folgt ganz &hnlich.
Da die Abbildungen der Form
R—-R, (= (ceR)

genau die R-linearen Abbildungen von R nach R sind, stellt die folgende Definition eine direkte Verallge-

meinerung des 1-dimensionalen Differenzierbarkeitsbegriffes auf den mehrdimensionalen Fall dar.

Definition 6.1. Sei U C R™ offen und sei z € U ein Punkt in U. Eine Abbildung f : U — R™ heif3t total
differenzierbar in x (oder differenzierbar in x), falls eine lineare Abbildung A : R” — R™, eine offene

Umgebung V' C R” von 0 € R” und eine Funktion ¢ : V' — R™ existieren mit
(i) flz+&) = flx) + AL+ p(§) fiir { € V und

(if) Jim S = 0.
£0

Man beachte, dass in der obigen Situation die Menge V' immer automatisch in U —z = {u — x; v € U}
enthalten ist. Indem man ¢(§) = f(z + &) — f(z) — AE fiir £ € (U — x) N VC definiert, kann man immer

erreichen, dass ¢ auf ganz U — x definiert ist.

Bemerkung 6.2. Seien in der Situation von Definition 6.1 die Funktionen f = (f1,..., fm) und ¢ =
(¢1,---,%m) gegeben durch ihre Koordinatenfunktionen. Ist (a;;) € M(m xn, R) die darstellende Matrix
der linearen Abbildung A : R™ — R™ beziiglich der kanonischen Basen von R™ und R™, das heifit, gilt

Ae; = Zaijei (1<j<n),
i=1
so ist die Gleichung (i) in Definition 6.1 dquivalent zur Giiltigkeit der Gleichungen

filzx + &) = fi(z) + Zaijfj +ei() firEeV (1<i<m).
j=1
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Insbesondere folgt, dass eine Abbildung f = (f1,..., fm) : U — R™ genau dann total differenzierbar in

x € U ist, wenn alle Koordinatenfunktionen f; : U — R (1 < i < m) total differenzierbar in z sind.

Sei V' C R" eine offene Umgebung von 0 € R™ und ¢ : V' — R™ eine Funktion mit ¢(0) = 0. Man schreibt

o©=o(lel) fir 1m L8 g
&0 el
#0

und schreibt abkiirzend fiir die Gleichungen (i) und (ii) in Definition 6.1

[z +&) = f(x) + AC + o([[E])-

Beispiel 6.3. Sei A : R — R™ eine lineare Abbildung. Dann ist A in jedem Punkt x € R™ total
differenzierbar, denn wegen

A(w+€) = Av + AE (0,€ €R")
gelten (i) und (ii) aus Definition 6.1 mit V' = R"™ und ¢ = 0.
Wir haben in Beispiel 5.4 (c) gesehen, dass man aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion
nicht auf ihre Stetigkeit schlieflen kann. Als néichstes zeigen wir, dass total differenzierbare Funktionen

partiell differenzierbar und stetig sind und dass die lineare Abbildung A in Gleichung (i) aus Definition

6.1 eindeutig bestimmt ist.

Satz 6.4. Sei U C R™ offen und x € U ein Punkt in U. Es gelte

m 2O _

§#0

wie in Definition 6.1. Sei (a;;) € M(m x n, R) die darstellende Matriz von A beziiglich der kanonischen
Basen von R™ und R™. Dann gilt:
(i) [ ist stetig in x,

(ii) alle Koordinatenfunktionen f; (i =1,...,m) von f sind in x partiell differenzierbar mit

Ofi
8333‘

() =a;; (1<i<m
Insbesondere ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmd.

Beweis. Da die lineare Abbildung A : R® — R™ nach Lemma 2.20 stetig ist, folgt lim¢ o A{ = A0 = 0.

Aus der Giiltigkeit von Bedingung (ii) in Definition 6.1 folgt, dass limg_,o ¢(§) = %m(l) ||§H@ = 0. Damit
—

el —
§#0
erhéilt man die Stetigkeit von f in z

lim f(a +€) = lim(F(z) + A€ + 9(6)) = /(@)
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Firi=1,...,mund £ € V gilt

fix +&) = filx) + > aié; +¢i(€).

j=1

Insbesondere gilt fiir alle reellen Zahlen h # 0 mit geniigend kleinem Absolutbetrag und fiir j =1,...,n

fi(x + hej) — fi(x) @i(he;) (h—0)
=a;; + gn(h) — aij.
h T el !
Also ist jede Koordinatenfunktion f; von f in jeder Koordinatenrichtung z; partiell differenzierbar in
i Ofi _
mit af; () = a;j. O

Da die lineare Abbildung A : R® — R™ in Definition 6.1 eindeutig bestimmt ist, macht es Sinn, diese
lineare Abbildung als Ableitung von f im Punkt 2 zu interpretieren. In der Situation der Analysis I (das

heifit n = m = 1) bedeutet dies, dass man statt der Zahl f'(x) die lineare Abbildung
R =R, t— f(2)t
als Ableitung von f in x betrachtet.

Definition 6.5. Seien U C R™ offen, x € U ein Punkt und f : U — R™ eine differenzierbare Abbildung
in x mit

flx+8&) = f(z)+ A+ () und lim 22 =
wie in Defintion 6.1.

(a) Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung A : R — R™ heifit das Differential (oder totale Diffe-
rential) von f in z. Man schreibt

Df(x) (oder f'(z)) = A
fiir das Differential von f in x.

(b) Die darstellende Matrix von A (beziiglich der kanonischen Basen von R™ und R™), das heifit die
Matrix

ofi
(830]- (JJ)) 1<i<m € M(m X ’I’L,R)

125<n

heiBit die Jacobi-Matriz oder Funktionalmatriz von f in x (geschrieben als J;(x)).

Ist A : R™ — R™ linear, so sind die Koeffizienten der darstellenden Matrix (a;;) € M(m x n,R) von A

die eindeutigen reellen Zahlen mit

m
A@j = Zaijei (1 S j S ’/l)
i=1
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In diesem Fall wirkt die lineare Abbildung A auf einen Vektor z = (x;)!_; € R™ wie die Matrixmultipli-

kation mit der darstellenden Matrix
n
m
ALE = ( Z aij.’tj)i:l.
j=1

Oft identifiziert man die lineare Abbildung A mit ihrer darstellenden Matrix.

Nach Satz 6.4 impliziert die totale Differenzierbarkeit einer Funktion f : U — R™ ihre partielle Differen-
zierbarkeit (das heifit, die partielle Differenzierbarkeit aller Koordinatenfunktionen). Die Umkehrung ist
falsch, da die totale Differenzierbarkeit nach Satz 6.4 die Stetigkeit impliziert, die partielle Differenzier-
barkeit aber nicht (Beispiel 5.4(c)).

Satz 6.6. Seien U C R" offen, x € U und f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Sind alle

partiellen Ableitungen D;f (i =1,...,n) stetig in x, so ist f total differenzierbar in x.

Beweis. Da U offen ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(x) C U. Sei £ € Bs(0) und sei

i
2 :x—i—zgjey (1=0,...,n).
v=1

Dann ist 2(9 =z, 2(™ =2+ ¢ und ||z — 2| < ||¢|| < 6 fiir i = 0,...,n. Der erste Mittelwertsatz der

Differentialrechnung (Korollar 15.4 in [EAI]) angewendet auf die differenzierbaren Funktionen
gi 1 [0,1] = R, g;(t) = f (z(i_l) + tfiei> (i=1,...,n)
liefert eine Zahl 0; = 60;(£) € (0,1) so, dass
f (Z(i)> —f (Z(Fl)) = gi(1) — 9i(0) = g;(0;) = &D; f (Z(ifl) + Qifiei) .

Zur Berechnung der Ableitung benutze man die 1-dimensionale Kettenregel mit innerer Funktion ¢ — t&;.

Definiert man y® = 20=1 4 0,&e;, so folgt

flx+&)—flx)=f (Z(n)> —f (Z(O)) <

n
1=

(7 (=) =1 (=)
= iDif (y(i)> &i
= Y D@+ 5l6)

mit (&) =3, (Dl-f (y(i)) — le(x)) &;. Da die Funktionen D; f (1 <4 < n) nach Voraussetzung stetig

sind in = und da

YD = (21 + &y F &, @+ 0 Tigts- ., Tn
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konvergiert, folgt

le(©)l ’ S| (6=0)
< D if(y') — D, f(x) — 0.
e H ]
Also ist f total differenzierbar in x. O

Korollar 6.7. Sei U C R™ offen und sei f: U — R™ stetig partiell differenzierbar (das heifst alle Koor-
dinatenfunktionen f; : U — R von f seien stetig partiell differenzierbar). Dann ist f total differenzierbar

und insbesondere auch stetig in jedem Punkt x € U.

Beweis. Satz 6.6 zeigt, dass alle Koordinatenfunktionen von f total differenzierbar in jedem z € U sind.

Nach Bemerkung 6.2 ist f in jedem x € U total differenzierbar und nach Satz 6.4 auch stetig. O

Formal gilt fiir die Differentiale von total differenzierbaren Abbildungen dieselbe Kettenregel wie fiir die

Ableitungen von Funktionen einer Verdnderlichen (siehe Satz 14.10 in [EAIT]).

Satz 6.8. (Kettenregel) Seien U C R™, V C R™ offen, x € U ein Punkt und f : U — R™, g:V — R
Abbildungen mit f(U) C V. Ist f differenzierbar in x und ist g differenzierbar in f(x), so ist go f

differenzierbar in x, und es gilt
(gof)(x) =g (f(z))o f(x),
das heifit das totale Differential von go f in x ist die Komposition der totalen Differentiale von g in f(x)

und f in x.
Beweis. Mit A= f'(z) : R" — R™ und B = ¢/(f(z)) : R™ — RF gilt
f@+u) = f()+ Au+ o(u) fiir u € U—,
g(f(x)+v) = g(f(x))+ Bv+¢(v) fir v € V—f(x)

mit Funktionen ¢ : U—x — R™, ¢ : V—f(z) — RF, fiir die gilt
o) U

u—0 Hu” ’ v—0 ||1;||

Fiir v € U—=x folgt

goflet+u) = g(f(z+u)=g(f(2))+ B(Au+p(u)) + ¢(Au + ¢(u))
= (90 )(x) + Bo Alu) + x(u)

mit x(u) = Bo(u) + (Au + o(u)). Also geniigt es zu zeigen, dass

Da nach Lemma 2.21

<|B

‘wAqu@( ))H

[l
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gilt, geniigt es zu zeigen, dass

ist. Dazu definieren wir ¢g(v) = d"(”) fir v € V—f(x) mit v # 0 und ¥(0) = 0. Fiir u € U—2 mit

[l
hinreichend kleiner Norm ||ul|, ist ‘ % < 1 und damit

[(Au + (u) || < (Al + D)l [[do(Au + @ (u))]

Indem man durch |lu|| dividiert und benutzt, dass lim,_,oto(v) = 0 ist, sieht man, dass Bedingung (x)

erfiillt ist. Dies beendet den Beweis. O

Da die darstellende Matrix einer Komposition linearer Abbildungen das Matrixprodukt der darstellenden

Matrizen der linearen Abbildungen ist, gilt in der Situation von Satz 6.8
Jgof(x) = Jg(f(2)) - Jp(x) (Matrixprodukt).

Korollar 6.9. Seien U C R™, V. C R™ offen, f = (f1,...,fm) : U = R™, g: V — R differenzierbare
Abbildungen mit f(U) C V. Dann ist go f : U — R differenzierbar mit

X900 ) =3 29 (a2 )

8.’£j =1 8ch
firzeU und j=1,...,n oder dquivalent
grad (go f)(z) = (grad g(f(x)))J¢(z)
fiir alle x € U.

Beweis. Nach der Bemerkung zu Satz 6.8 gilt

(a(g;f)(x), L 8(g;nf) (x)> — grad (g o f)(2) = Jyor ()

= Jy(f(x))- Jp(z) = grad g(f(x)) - Jy(x)
g 99 ofi
(@) tio) (52 0)
- <Z 20 () G @)D L () S <x>> o

Korollar 6.10. Seien U C R™, V C R™ offen und k € N. Ist f € C*(U) mit f(U) C V und ist
geCH(V), soist go f € CHV).

Beweis. Mit der Produktregel und Induktion nach k folgt, dass fiir zwei Funktionen u,v € C*(U) das
Produkt uv € C¥(U) gehort und dass die partiellen Ableitungen von uv der Ordnung < k endliche Sum-

men von Produkten aus einer partiellen Ableitung von u und einer parteillen Ableitung von v jeweils der
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Ordnung < k sind. Damit folgt die Behauptung von Korollar 6.10 durch Induktion nach k. Der Indukti-
onsanfang k = 1 folgt direkt aus Korollar 6.9. Sei k > 2 und die Behauptung gezeigt fiir k — 1. Fiir f, g
wie in Korollar 6.10 und iy,...,i; € {1,...,n} ist dann nach Korollar 6.9, der Induktionsvoraussetzung

und der obigen Bemerkung iiber Produkte

Di\(go f) = (Big)o [+ (:,f) € C*1(U).
i=1
Also existiert D;, -+ D;,(D;, (g o f)) und ist stetig. O

Die partiellen Ableitungen sind Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen. Entsprechend kann man

Ableitungen in Richtung beliebiger Vektoren im R™ bilden.

Definition 6.11. (Richtungsableitungen) Seien U C R™ offen, z € U, v € R" mit |[v|| =1lund f: U = R

eine Funktion. Man nennt (falls dieser Limes existiert)

Dy f(x) = %f(x + t0)le=o = lim fla+ tt;) — f(z)

eR

die Richtungsableitung von f im Punkt = in Richtung v.
Fiir v =¢; (1 <1i < n) ist offensichtlich D, f(z) = D, f(x).
Satz 6.12. Sei U C R™ offen und f : U — R differenzierbar. Fir v € U und v € R™ mit ||v|| =1 ist
Duf(x) = (grad f(z),v) = f'(2)(v).
Beweis. Nach der Kettenregel (Satz 6.9) ist die Funktion
W={teR, z+tveU} =R, t— f(x+tv)

differenzierbar mit

—fx+tv Z W:(gradf + tv), sz ei) = f'(z)(v)

fir alle t € W. O

Bemerkung 6.13. Ist grad f(z) # 0 in Satz 6.12, so gilt

D, f(z) = (grad f(x),v) = cosf|grad f(x)|,

wobei 6 € [0, ] der Schnittwinkel zwischen v und grad f(x) ist. Die Richtungsableitung in « wird maximal

grad f(z)

in Richtung v = Tlgrad f(z)[
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Sei I C R ein Intervall positiver Lénge und f : I — R stetig differenzierbar. Sind z,£ € Rmit z,2+€ € 1,
so folgt aus der Substitutionsregel mit der inneren Funktion (t) = x +t£ (¢t € [0, 1])

z+E=p(1) 1 1
ﬂx+®—f@%=/ fwwu=A,N¢®Mﬂﬂﬁ=§A(f@+%Mt

=¢(0)
Diese Version des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gilt auch mehrdimensional. Dabei ersetzen
wir die Ableitung von f unter dem letzten Integral durch die Jacobi-Matrix von f. Die dabei auftretenden

Integrale matrixwertiger stetiger Funktionen definiert man koeffizientenweise.

Definition 6.14. Seien m,n € N*, a,b € R mit a < b und sei
A:a,b] = M(m xn,R), t— A(t) = (a;;(t))

stetig. Dann definiert man

/bA(t)dt _ (/b aij(t)dt> € M(m x n,R).

Man beachte dabei, dass nach Bemerkung 2.22 alle Koeffizientenfunktionen [a,b] — R, t + a;;(t) stetig

sind.

Satz 6.15. (Mittelwertsatz) Seien U C R™ offen, f € CH(U,R™), x € U und £ € R™ so, dass x +t£ € U
fiir alle t € [0,1]. Dann gilt

fle+8) — flx) = (/OlJf($+t§)> 53

Beweis. Sei f : U = R™, f(z) = (fi(x),..., fm(x)) stetig differenzierbar. Nach der Kettenregel (Korollar
6.9) sind die Funktionen
i [0,1] 2R, t— fi(x+t) (1<i<m)

stetig differenzierbar. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 17.7 in [EAI]) und
der Kettenregel folgt, dass

i+ €) - file) = gi(1) — M®=A¢®ﬂ

1 n
= / 6f1 tf) (x] +t&;)dt

= Z( afz +t€)>dt-€j
0

Jj=1

gleich der i-ten Zeile des Produktes

(/01 Zﬁj( +t£)dt>1<“< ()1 = (/ Jy(x tg)dt) €

1<v<n

ist. O
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Fiir Anwendungen des Mittelwertsatzes ist es niitzlich, eine Verallgemeinerung der Standardabschétzung

fiir Riemann-Integrale (Satz 16.13(b) in [EAI]) zur Verfiigung zu haben.

Lemma 6.16. Fir stetige Funktionen f : [a,b] = R"™, A:[a,b] = M(m x n,R) gilt

/ab F(t)at

/bA(t)dt < /b [ A#)]l dt,

wobei auch das erste Integral komponentenweise definiert ist.

b
< [ s

und

Beweis. Fiir eine Teilung T = (¢;)I_, von [a, b] und eine Zwischenfolge Z = (z;);_, von T definieren wir
wie in der Analysis I (Definition 16.10 in [EAI]) die zugehorige Riemann-Summe der stetigen Funktion

f :la,b] = R™ durch

I

S(£,T,2) = (tr —ti-1)f(z) € R™.

i=1
Dann ist S(f,T,Z) = (S(f;,T,2))}—;. Sei (T))k>1 eine Folge von Teilungen des Intervalls [a,b] mit
limy, 00 w(T)) = 0 und (Zx)x>1 eine Folge von Zwischenfolgen Zy, von Tj. Nach Satz 16.11 in [EAI] und
Lemma 2.2 gilt

b b n
| ra- ( / fjdt) =l (5 T 20V} = Jim SU. T 20

Da die Normfunktion || - || stetig ist (Beispiel 2.13 (b)), folgt

|/:fdt

wobei wir die Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm || - || und noch einmal Satz 16.11 aus [EAT]

b
= Yim [S(f, Te, Z0)| < lim S(IFI T Zi) = / £ ldt.
k—oo k—oo a

(diesesmal fiir die stetige Funktion || f||) benutzt haben.
Da auch Konvergenz in M (m x n,R) dquivalent zur koeffizientenweisen Konvergenz ist (Bemerkung 2.22),

kann man die Integralabschéitzung im matrixwertigen Fall ganz genauso beweisen. O

Kombiniert man den Mittelwertsatz mit der obigen Integralabschétzung, so hilt man die Mittelwertab-

schdtzung der mehrdimensionalen Differentialrechnung.
Korollar 6.17. (Mittelwertabschdtzung)

Seien U C R™ offen, f € CL({U,R™), z € U, £ € R" mit x +t& € U fiir alle t € [0,1]. Dann gilt

[f(z+&) = f()ll < M|l
mit

M= sup [[J(z+t)]| = sup [[f'(z+1t)] < oo
te[0,1] t€[0,1]
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Beweis. Mit dem Mittelwertsatz (Satz 6.15) sowie Lemma 2.21 und Lemma 6.16 enthélt man

nﬂx+s>f@»|H([flﬂx+ton-gHsH[fJAx+t@ﬁHna

1
S/Hh@+@MWﬂSMMW
0

Da f € C'(U,R™) ist, ist die Funktion [0,1] = M (m xn,R), t — Jy(z+t£) nach Bemerkung 2.22 stetig.
Die Stetigkeit bleibt erhalten, wenn man die Matrixnorm (Lemma 2.21) hinter diese Funktion schaltet.
Also ist M < oo. Da die Norm einer Matrix A € M(m x n,R) definiert wurde als die Operatornorm des
zugehorgien Multiplikationsoperators R™ — R™, z +— Az (Lemma 2.21), folgt die Gleichheit der beiden

Suprema. O
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