9 Parameterabhingige Integrale

Seien I = [a,b] C R ein Intervall und U C R™ beliebig. Ist f : I x U — R eine Funktion und ist fiir jedes
2 € U die Funktion f(-,z) : I — R Riemann-integrierbar, so kann man das Integral von f iiber die erste

Variable als Funktion ,
p:U =R, ac»—>/ ft,x)dt

der freien Variablen z € U betrachten. Im Folgenden wollen wir Bedingungen an f angeben, unter denen

die resultierende Funktion ¢ stetig ist oder gewiinschte Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt.

Lemma 9.1. Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, D C R™ beliebig und f : I x D — R, (t,x) —
f(t,x) eine stetige Funktion. Sei der R-Vektorraum C(I) = {g;g : I — R ist stetig} versehen mit der

Norm
lglls = sup|g(t)].
tel
Dann ist die Abbildung D — C(I), x+— f(-,x) stetig.
Beweis. Sei € D und sei (z) eine Folge in D mit limg_, o xx = x. Wir nehmen an, dass die Folge
f(,zx) in dem normierten Raum C(I) nicht gegen f(-,z) konvergiert. Dann gibt es ein € > 0 und eine

Teilfolge (zx) von (zx) mit ||f(-,zk) — f(-,z)||1 > e fiir alle k& € N. Nach Definition der Supremumsnorm

Il |lr gibt es zu jedem k € N einen Punkt t;, € I mit
|f (ks 2) — f(te, )| > e
Da I kompakt ist, hat die Folge (¢) nach Satz 3.8 eine konvergente Teilfolge
(1—0)
(tkj) —'tel.

Dann ist lim;(tg;, 2x;) = (t,2) = lim;(tx,, ) und wegen der Stetigkeit von f in (t,x) € I x D wiirde

folgen, dass

(i—=00)

€ <|f(tr;»20;) = ftry, )| "—"[f(t,2) = f(t, )| = 0.

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war. Also konvergiert die Folge (f(-,zr))ren gegen
f(-,z) in dem normierten Raum C(I) fiir jede Folge (zx) in D, die gegen = € D konvergiert. Damit ist
die Stetigkeit der Abbildung D — C(I), z — f(-,z) gezeigt (siehe Definition 2.7). O

Als Anwendung erhélt man ein Stetigkeitskriterium fiir parameterabhénigige Integrale.

Korollar 9.2. Seien I = [a,b] ein kompaktes Intervall, D C R™ beliebig und f : I x D — R stetig. Dann

ist die Funktion ,
¢:D =R, p(x)= / f(t, x)dt

stetig.
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Beweis. Versieht man C'(I) mit der Supremumsnorm || - ||z, so ist die Abbildung
D — C(I), z+— f(-,z)
stetig nach Lemma 9.1. Als Beispiel zu Satz 2.18 haben wir gesehen, dass

b
C(I) = R, gH/ gdt

eine stetige lineare Abbildung ist. Nach Satz 2.8 ist ¢ als Komposition von zwei stetigen Abbildungen

stetig. O

Wir versuchen, auf &dhnliche Weise hinreichende Bedingungen fiir die Differenzierbarkeit parameterabhén-

giger Integrale zu beweisen.

Lemma 9.3. Seien I,J C R kompakte Intervalle und sei f: I x J — R eine stetige Funktion so, dass
(i) f(t,-): J = R differenzierbar ist fir alle t € I und
(i) IxJ—=R, (t,y)+— g—-@’;(t,y) stetig ist.

Ist y € J und ist (yx)ken eine Folge in J \ {y} mit limy_,oc Yy = y, so konvergiert
SCoye) = F(y) (kooo) O
Flay) = 1) ) 08
Ye — Y Ay

in dem normierten Raum (C(I), |- |1).

Beweis. Sei € > 0. Da die Funktion % : I x J — R als stetige Funktion auf der kompakten Menge

I x J C R? nach Satz 3.13 gleichmiBig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

Of 4y 91

! !
ay(ty) 8y(t7y) <e

fiir alle (¢,y), (¢,y") € I x J mit ||(t,y) — (t',¢')|| < 6. Zu § > 0 gibt es ein kg € N mit |yx —y| < I
fiir alle k > kg. Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 15.4 in [EAT]) gibt es fiir

jedes k > ko und jedes t € I eine Stelle 6, , zwischen y und y; so, dass

[t ye) — flty)  OF ’ of of ‘

— —(t, = |=(t,0 — —(t, <e€

gilt. Benutzt haben wir dabei auch, dass ||(¢,0.%) — (&, 9)|| = 0 — yl < |y —y| < ¢ fiir k > ko ist.
Folglich ist

Uk — Y 787y(7y)

fir alle k > kg. O

<€

Hf(-,yk) —fl.y)  Of

Als Folgerung erhalten wir, dass unter den Voraussetzungen von Lemma 9.3 das iiber ¢ € I gebildete

Integral von f stetig differenzierbar von dem freien Parameter y € J abhéingt.
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Satz 9.4. Seien I = [a,b], J C R kompakte Intervalle und sei f : I x J — R eine stetige Funktion so,

dass
(i) f(t,-): J — R differenzierbar ist fir alle t € I und

(i) I xJ—=R, (t,y) — g—}yc(uy) stetig ist.

Dann definiert ¢ : J = R, o(y f f(t,y)dt eine stetig differenzierbare Funktion auf J mit
bof
"(y) = dt
¢'(y) = ) ay( Y)

fiir alley € J.

Beweis. Da das Integral eine stetige lineare Abbildung

b
CI)—R, g— / g(t)dt
auf C(I) (versehen mit der Supremumsnorm) definiert, folgt mit Lemma 9.3, dass fiir jedes y € J und
fiir jede Folge (yr)ken in J \ {y} mit lim, y, = y gilt

Z/ yk Y — Y W Oy

Also ist ¢ differenzierbar in jedem y € J mit

b af
:A Fy(tvy)dt

Die Stetigkeit von ¢’ : J — R folgt mit Korollar 9.2. O
Satz 9.5. Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R™ offen, f: 1 x U — R stetig so, dass

(i) f(t,) : U — R partiell differenzierbar ist fir alle t € I und

(i) die partiellen Ableitungen

Uiy (<i<n)

I xU—R,(t —
X ,(t,y) R

stetig sind.

Dann definiert ¢ : U = R, o(y) = f; f(t,y)dt eine Ct-Funktion mit

Oy
yi

b of
o OYi

(y) =

(t,y)dt (i=1,...,n, yeU).

Beweis. Die partielle Differenzierbarkeit und die behauptete Formel fiir die Ableitung folgen direkt aus
Satz 9.4, indem man alle bis auf eine der y;-Variablen festhiilt. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
g—i :U =R (1<i<n)folgt aus der Integraldarstellung dieser Funktionen mit Korollar 9.2. O
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Durch wiederholte Anwendung des letzten Satzes erhélt man ein Kriterium fiir die k-malige stetige par-

tielle Differenzierbarkeit von parameterabhingigen Integralen.

Korollar 9.6. Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R™ offen, k € N* und f : I x U — R

stetig so, dass
(i) f(t,-) € CK(U) fiir alle t € I ist und

(i) fiir jedes « € N™ mit |a| < k die partielle Ableitung

olel f
oy™

IxU—=R, (t,y) — (t,y)

stetig ist.

Dann definiert ¢ : U = R, o(y) = f; f(t,y)dt eine C* -Funktion mit

dlely b glel f
aye T ), oy

(tydt (ol <k, yeU).
Beweis. Die Behauptung folgt durch Induktion nach k& unter Anwendung von Satz 9.5. O

Sei U C R" offen und v = (v1,...,v,) : U — R™ ein C*-Vektorfeld (Definition 5.7). Gibt es eine Funktion
f e CHU) mit
v = grad f

auf U, so ist f € C?(U) und mit dem Satz von Schwarz (Satz 5.11) folgt, dass
aj'l)i :8j8if:8i8jf:8ivj (l,] = 1,...,n).

Man nennt diese notwendige Bedingung auch die Integrabilititsbedingung fiir das Vektorfeld v. Ist f eine
Losung der Gleichung v = grad f, so nennt man f ein Potential des Vektorfeldes v. Uber hinreichend
schonen Mengen hat auch umgekehrt jedes C'-Vektorfeld, dass die Integrabilititsbedingung erfiillt, ein

Potential. Wir zeigen dies nur fiir den Fall, das U eine offene Kugel um 0 ist.

Satz 9.7. Seienr >0, U= {x € R"; ||z|| <7} und v:U — R" ein C-Vektorfeld mit
ajvi:(?ivj (i,j:l,...,n).

Dann definiert f : U — R,

eine C'-Funktion mit grad f = v auf U.
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Beweis. Die Funktionen
fi 0,1l xU =R, (t,z) »vi(te) (i=1,...,n)

sind stetig und bei festem ¢ € [0, 1] nach der Kettenregel (Korollar 6.9) partiell differenzierbar nach z.
Die partiellen Ableitungen

0,1]xU =R, (t) gfi

(t,a) = 2%

l’j Ba:j

(tx)t
sind stetig als Funktionen in (¢,2) € [0,1] x U fiir 4,5 = 1,...,n. Nach Satz 9.5 sind die Funktionen
1
vi:U—=R, gi(x) = / vi(te)dt (i=1,...,n)
0

stetig partiell differenzierbar. Also ist auch die im Satz definierte Funktion f : U — R stetig partiell

differenzierbar und mit der Formel aus Satz 9.5 folgt, dass

gxfj(x) - i ( 01 g; (tx)t dt) @i + /01 v; (tr)dt

i=1

[l

b d
:/0 &(tvj(tx))dt =v;(z)

8”Uj
9%, (tx)o:l> + ’Uj(tx)] dt

fir alle z € U und 5 = 1,...,n. Dabei haben wir im vorletzten Schritt noch einmal die Kettenregel
(Korollar 6.9) und im letzten Schritt den Hauptsatz der Differential und Integralrechnung aus der Analysis

I benutzt. O

Da die Funktion v in Satz 9.7 stetig differenzierbar ist, ist das in Satz definierte Potential f natiirlich
sogar eine C2-Funktion. Man nennt eine Menge U C R"™ sternformig, falls fiir alle 2 € U und t € [0, 1]
auch tx € U ist. Im obigen Beweis wurde nicht wirklich benutzt, dass U eine offene Kugel um 0 ist,
sondern nur, dass U eine offene sternformige Menge ist. Satz 9.7 bleibt also richtig, wenn U allgemeiner

eine offene sternféormige Menge ist.

Korollar 9.8. Sei U C R3 eine offene, sternformige Menge und v : U — R3 ein C'-Vektorfeld. Dann

gibt es eine Funktion f € CY(U) mit v = grad f genau dann, wenn rot v =0 ist auf U.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 9.7 und den obigen Bemerkungen zu Satz 9.7. O

Sei f : [a,b] X [¢,d] — R eine stetige Funktion. Nach Korollar 9.2 sind die Funktionen

d

[a,b] = R, x »—>/ fx,y)dy,
b

[e,d] = R, y »—>/ f(z,y)dx
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stetig. Also existieren auch die beiden iterierten Integrale

b d d b
Y R .
/a </C f(z )dy) dz und /c (/a f(z y)da:) dy

Satz 9.9. Seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d. Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] X [¢,d] = R gilt

/a b ( / df(x,y>dy> dir = / ' ( / bf(z,wdx) dy.

Beweis. Die Funktion F : [a,b] X [¢,d] = R,

Fla.y) = / " fastydt

ist stetig, denn fiir (z,v), (zo,¥y0) € [a,b] X [c,d] gilt
/fxtdt—/ flxo,t dt'
<|[ s + | [" .0 - reo0par

<y — ol I fll[a,6]x[e,a) + 190 — | Sl[lpd] |f(z,t) — f(x0,1)],
telc,

und beide Summanden in der letzten Zeile konvergieren gegen 0 fiir (x,y) — (zo, yo). Man beachte dabei,
dass f nach Satz 3.13 gleichméf8ig stetig ist. Da F' partiell differenzierbar nach y ist und die partielle

Ableitung

0,8 % [e;d] 5 R, (z,y) %u,y) = f(z.y)

o le,d = R; oy /(/fxtdt)

nach Satz 9.4 stetig differenzierbar mit

stetig ist, ist die Funktion

- / fa.y)de (v € [ed).

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhélt man

[ ([ o= [ttt [ [ e

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Wir verallgemeinern den letzten Satz auf den Fall von n-fach iterierten Integralen.

Sei @ = [[,_,lav,b,] C R™ ein abgeschlossener Quader (a,,b, € R mit a, < b, fir v = 1,...,n). Ist
[+ Q — R stetig, so ist nach Korollar 9.2 auch die Funktion

n by
H[al,,bl,] - R, (x2,...,2pn) — flz1,29,...,zn)dzy

v=2 a1
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stetig. Aus demselben Grunde ist

n ba by
H[a,,,b,,] — R, (xg,...,xn)»—>/ ( f(xl,wg,aig,...,xn)dx1> dxo
a al

v=3

stetig. Nach n Schritten erhilt man das iterierte Riemann-Integral von f

bn by b b1 by
/ f(xl,...,xn)dzl...dxn:/ / flay,. . xn)dey | .. dep—q | doy,
An ay a a ai

n n—1

wobei die linke Seite als abkiirzende Schreibweise fiir die rechte Seite gemeint ist. Wir bezeichnen mit
V(Q) = TIl_,(by — a,) das Volumen von Q. Unter einer Teilung von @ versteht man ein Tupel T =
(Th,...,T,) aus Teilungen T, von [a,,b,]. Sei

T, = (tvi)o<i<r, (¥ =1,...,n).

Wir nennen w(7) = max,=1, ., w(T,) die Spurweite von T und definieren

I = IT)= H{l,...,?“,,},
v=1

-

Q@,T)

=

1

[tu7iu_17 tl/,i,,}; 1= (il,. .. ,in) S I} ,

I
=

[tl/7i1/_13 tu,il,] ('l S I)
1

N
Il

Auch iterierte Riemann-Integrale lassen sich durch geeignete Riemann-Summen approximieren (vgl. Satz

16.11 in [EAI]).

Satz 9.10. Sei Q = [[,_,[av, b)) (ay,b, € R mit a, < b, firv=1,...,n) ein abgeschlossener Quader
und sei f: Q — R eine stetige Funktion.

Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fir jede Teilung T von @ mit Spurweite w(T) < § und jede
Wahl von Punkten & € Q(i,T) (i € I(T)) gilt

[ by
[ [t adnde - Y f€V@GT)| <

i€I(T)
Beweis. Wie im eindimensionalen Fall nennen wir die im Satz auftretende endliche Summe eine Riemann-

Summe beziiglich der Teilung T und schreiben sie abkiirzend als S(f, T, (& )iecr). Sei € > 0. Da f nach
Satz 3.13 gleichmafBig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

€
@) = fy)l < 7757
@)= 1)1 < gy
fir alle z,y € Q mit ||z —y|| < . Sei T eine Teilung von Q mit w(T) < % und sei fiir jedes i € T = I(T)
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ein Punkt & € Q(i,T) gegeben. Dann gilt

bn b1
/ / flxy, . wp)dey . dxy, — S(f, T, (§)ier)

Z/nln / h (f(xl’“_’x”)_f(gi))dxl---dxn

iel Vi, S
tn,in t1,iq
<> / lf(@1,. .. an) — F(&)|day ... dan < e
iel Viniin t1i-1

Man beachte dabei, das fiir ¢ € I und = € Q(i,T) gilt

(@1, @) =&l < V(@1 2n) = Gillo < VR W(T) <6
(sieche Bemerkung 1.6) und daher |f(z1,...,z,) — f(§)] < - O

Wir nennen eine Folge (T} )xen von Teilmengen T}, des Quaders @ = [[)_, [a,, b, ] eine Teilungen-Nullfolge,

falls limy oo w(Tx) = 0 ist.
Korollar 9.11. Seien Q und f wie in Satz 9.10. Ist (Ty)ren eine Teilungen-Nullfolge von Q und ist fir
jedes k € N und jeden Teilquader R € Ty, ein Punkt &, r € R gegeben, so gilt

by b1
/ /a flr. o ag)day . da, = lim > fERIV(R).

ReTs

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 9.10. O

Waéhlt man eine andere Integrationsreihenfolge zur Definition des iterierten Riemann-Integrals

bar(n) br(1)
/ / f(.fcl,...7.’);‘n)dﬂ;‘7r(1) dxﬂ(n),
A (n) Ar(1)

wobei 7 eine Permutation von {1,...,n} ist, so zeigt der Beweis von Satz 9.10, dass Korollar 9.11 richtig

bleibt, wenn man das iterierte Riemann-Integral auf der linken Seite ersetzt, durch das in der neuen

Integrationsreihenfolge berechnete Integral.

Korollar 9.12. Sei Q = [[/'_;[av,b.](av,b, € R mit a, < b, fiir v=1,...,n) ein kompakter Quader
und sei f: Q — R stetig. Dann gilt fiir alle Permutationen 7w : {1,...,n} = {1,...,n}

bn b ba(n) b (1)
/ / f(xh...,xn)dxl...dmn:/ / f(xl,...,mn)dxw(l) oo | Az ().
Qan ail a QA (1)

m™(n)

Beweis. Der Beweis ist wie oben begriindet eine direkte Konsequenz von Satz 9.10 und Korollar 9.11. [

Da das iterierte Riemann-Integral stetiger Funktionen auf kompakten Quadern unabhéngig von der In-

tegrationsreihenfolge ist, schreibt man in der Situation von Korollar 9.12 auch

ba by
/fda:z/fdxl...da:n:/ / flxy, ... xy)dey ... dxy,.
Q Q an a1
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Korollar 9.13. (Satz von Fubini) Seien R C R™, @ C R™ kompakte Quader und sei f : R x Q — R

eine stetige Funktion. Dann gilt

/Rfod(x’y)/R</Qf(I’y)dy> dx/@(/Rf(%y)dx) dy.

Beweis. Seien R = [a1,b1] X ... X [am,bm] und @Q = [¢1,d1] X ... X [¢p,dy]. Dann gilt

b7n bl dn d1
/(/ fdy)dx—/ / / @y, @y Y1,y Yn)dyr - dyy, | doy ..o dey,
R Q a ai Cn Cc1

m

dn dy bm b1
:/ / / f@r,. o @m Y1,y yn)der .o depdy - dyy,
Cn (&) Am ai

:/RXQfd(sc,y) :/Q (/Rf(x,y)dm> dy,

wobei wir Korollar 9.12 benutzt haben. O
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