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Grundlagen zur Maflitheorie

Auf diesem Vorbereitungsblatt sind einige Definitionen und wichtige Figen-
schaften von Mafen und integrierbaren Funktionen zusammengestellt, die im
Laufe des Seminars benotigt werden. Alle hier aufgenommenen Aussagen sind
den Biichern [Coh80] und [Els11] entnommen. Ersteres bildet die Grundlage
flir dieses Seminar. Die unten aufgefiihrten Sditze und Lemmata sind mit Re-
ferenzen auf ihre Beweise in einem der beiden genannten Biicher versehen.

o-Algebren und Mafle

Definition 1. Sei X eine Menge. Ein System A von Teilmengen von X heift
o-Algebra (auf X), falls

(i) X € A,
(i) fiir jede Menge A € A auch A° € A gilt und
(iii) fiir jede Familie (A4;);c; von Mengen aus A auch (J,.; 4; € A ist.

Ein solches Paar (X,.A) nennt man einen Messraum oder messbaren
Raum.

Bemerkung 2. Aus den Punkten (i7) und (7i7) folgt unter Verwendung der
Gesetze von De Morgan aus der Mengentheorie, dass auch der Schnitt 1),.; A;
jeder Familie (A;);e; von Mengen aus A in A liegt.

Bemerkung 3. Ist X eine beliebige Menge und Ag ein System von Teilmen-
gen von X, so gibt es nach [Coh80, Korollar 1.1.2] eine beziiglich Mengeninklu-
sion kleinste o-Algebra A auf X mit A C A. A heifit die von Ay erzeugte
o-Algebra (auf X) und A heifit ein Erzeuger von A (iiber X). In diesem
Zusammenhang schreibt man o(A) fiir A.



Ist X ein topologischer Raum, so schreiben wir B(X) fiir die von den offenen
Mengen von X erzeugte o-Algebra auf X.

Definition 4. Es sei (X, .A) ein messbarer Raum. Ein Maf3 (auf X) ist eine
Abbildung p: A — [0, o0], die die folgenden Eigenschaften hat:

(i) (@) =0 und

(ii) p ist o-additiv, d.h. es gilt p(Upey Ar) = Y peq (Ax) fiir jede Folge
(Ag)ren paarweise disjunkter Mengen aus A.

Das Tripel (X, A, 1) nennt man einen Mafiraum.

Bemerkung 5. Ist (X, .A) ein messbarer Raum, so nennt man eine Abbildung
p: A — [0,00] (endlich) additiv, falls p(J;_o Ar) = d_p_o 1(Ay) fiir jede
endliche Familie (Ag)7_, (n € N) paarweise disjunkter Mengen aus A gilt.

Lemma 6 [Coh80, Prop. 1.2.1 und 1.2.2]. Es seien (X, A, p) ein Mafiraum
und A, B, A, (n € N) Mengen aus A mit A C B. Dann gilt

(1) n(A) < u(B),
(1) p(B\ A) = p(B) — p(A), falls p(A) < oo und
(1) p(UpZg Ar) < D 5o 1(Ak).-
Lemma 7 [Coh80, Prop. 1.2.3]. Es sei (X,.A) ein Mafraum. Dann gilt:

(i) u ist stetig von unten, d.h. fir jede Folge (Aj)ren aus A mit A C
Agiq fiir alle k € N gilt

o(Uae) = i)

(11) w ist stetig von oben, d.h. fir jede Folge (Ax)ren aus A mit Ay C Ay
fir alle k € N und u(A;) < oo gilt

M(fjoflk> = lim pu(Ay).

Lemma 8 [Coh80, 1.2.4]. Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Weiter seiu: A —
[0, 00] eine additive Abbildung mit 1(0) = 0. Ist dariber hinaus eine der beiden
Bedingungen

(i) w ist stetig von unten,

(i1) fir jede Folge (Ap)ren aus A mit Apy C Ag fir alle k € N und

k—o0



erfillt, so ist p ein Mafs.
Typischerweise konstruiert man Mafle, indem man duflere Mafle auf geeig-

nete o-Algebren einschrankt.

Definition 9. Essei X eine Menge und P(X) ihre Potenzmenge. Ein &ufleres
Ma# ist eine Abbildung p*: P(X) — [0, 00}, die die folgenden Eigenschaften
hat:

(i) (@) =0,

(ii) p* ist monoton, d.h. es gilt p*(A) < p*(B) fir alle A, B C X mit
A C B und

(iii) p* ist o-subadditiv, d.h. fiir jede Folge (Ay)ren von Teilmengen von X

M*< U Ak) < ZM*(Ak)-
k=0 k=0
Definition 10. Es sei p*: P(X) — [0,00] ein duBeres Mafl. Eine Menge
A C X heifit u*-messbar, falls die Gleichung

p(Q) = p (QNA) 4+ p(QN A
fiir alle @ C X erfiillt ist.

gilt

Satz 11 [Coh80, Theorem 1.3.4]. Ist u*: P(X) — [0, 00] ein dufleres Maf, so
ist
M, ={AC X | A ist u*-messbar}

eine o-Algebra und M*|Mu* st ein Mafs.

Messbare und integrierbare Funktionen

Definition 12. Es seien (X,.A), (Y, B) messbare Rdume. Dann heifit eine
Funktion f: X — Y (A, B)-messbar, falls f~!(B) € A fiir jede Menge B € B
gilt.

Lemma 13. Es seien (X, .A), (Y,B) messbare Riume und By ein Erzeuger
von B iiber Y. Dann ist eine Funktion f: X —Y genau dann (A, B)-messbar,
wenn f~Y(B) € A fiir alle B € By gilt.

Wir setzen R = RU {—o00, +o0}. Dann definiert
B={BUE|Be€B(R),EC {—00,+00}}

eine o-Algebra auf R. Wir nennen eine Funktion f: X — R messbar, wenn
sie (A, B)-messbar ist. Entsprechend nennen wir eine Funktion f: X — C
messbar, falls Re(f) und Im(f) (A, B(R))-messbar sind.



Fiir die folgenden Ausfiihrungen beachte man auch die Anmerkungen in
[Els11, Abschnitt III.1, S.104f]. Fiir den Rest dieses Abschnitts sei (X, .A) ein
messbarer Raum.

Lemma 14 [Els11, Satz 111.4.2]. Fiir eine Funktion f: X — R sind die fol-
genden Aussagen dquivalent.
(i) fist messbar.
(it) Fir alle a € R ist {x € X | f(z) > a} € A.
(iii) Fir allea € R ist {z € X | f(z) > a} € A,
() Fir alle € R ist {x € X | f(x)
)

(v) Fir allea € R ist {z € X | f(z

Lemma 15 [Els11, Sitze I111.4.3 und 111.4.7]. Es seien f,g, f.: X = R (n €
N) messbare Funktionen und o, 3 € R. Dann sind die Funktionen af + Bg,

fg, |f| und

sup fn: X — R, x — sup { f(z) | n € N}
neN

sowie die auf analoge Weise definierten Abbildungen inf,cy f,, imsup,cy fn
und liminf,cy f,, messbar.

Beispiel 16.

(a) Fir A C X ist die Funktion

1 ,xeA

xa: X — R, T —
. {0 ,x ¢ A

genau dann messbar, wenn A € A gilt.
(b) Sind f,g: X — R messbar und A € A, so ist die Abbildung

flx) ;z€A

h: X — R, xr—>{
gl) x¢ A

messbar.

(c) Es seien Ay,..., A, € A paarweise disjunkt und o, ...,a, € R. Dann
ist die Funktion

f: X —R, «T'—>ZakXAk(33)
k=1

messbar. Eine solche Funktion nennen wir einfach.



(d) Ist f: X — R eine messbare Funktion, so nennt man die nichtnegativen,
messbaren Abbildungen

ff: X — R, xr — max{f(z),0}
und
X —R, xr — max{—f(z),0}

den Positiv- bzw. Negativteil von f.

Lemma 17 [Coh80, Prop. 2.1.7]. Zu jeder nichtnegativen, messbaren Funk-
tion f: X — R gibt es eine Folge (f,)nen messbarer, einfacher Funktionen
fn: X = [0,00) mit

fu(@) < fari(@)
und

lim f,(2) = f(x)

n—oo

fir alle v € X

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei p: A — [0, 00] ein Mafl auf dem messbaren
Raum (X, .A). Wir setzen

T = {f X — R | f ist einfach mit f(X) C [0700)}-

Definition 18. Esseien f € 7" und A4, ..., A, € A paarweise disjunkt sowie
ag,...,0p €[0,00) mit f =7 | agxa,. Dann heiBit die Zahl

/Xf dp =) app(Ay) € [0,00)

das pu-Integral von f.

Man beachte, dass die Zahl [ +J dp aus obiger Definition nicht von der spe-
ziellen Darstellung der Funktion f € 7 durch die Mengen Ay, ..., A, und die
Zahlen ay, ..., a, € R abhingt (siehe hierzu [Coh80, S. 611]).

Definition 19. Fiir eine nichtnegative, messbare Abbildung f: X — R defi-
niert man das pu-Integral duch

/deuzsup{/ngu ’geﬁmitgéf}

Fiir eine Funktion f: X — R wie in obiger Definition gilt

/fduz lim/fndu
X n—oo X

fiir jede Folge (fu)nca aus T it fu(2) < fopa(2) (1 € N) und limy e foz) =
f(z) fur alle x € X (siehe [Coh80, Prop. 2.1.7], beachte auch Lemma 17).



Definition 20. Ist f: X — R eine beliebige messbare Funktion, so nennt
man f p-integrierbar (oder integrierbar beziiglich u), falls die beiden

Integrale
/ ffdp  und / fdu
b's X

endlich sind. In diesem Fall definiert man das p-integral von f durch

/deﬂz/Xf*du—/deu-

Man nennt eine Funktion f: X — C p-integrierbar, falls die reellwertigen
Abbildungen Re(f) und Im(f) p-integrierbar sind. In diesem Fall ist das p-
Integral von f durch

[ fan= [ Rerydns i [ tmr)d

definiert.

Bemerkung 21. Ist f € 7, so priift man leicht nach, dass die u-Integrale
aus den Definitionen 18 und 19 (und 20, falls f p-integrierbar ist) die gleiche
Zahl repréasentieren. Entsprechend sind auch die p-Integrale aus den Defini-
tionen 19 und 20 fiir jede p-integrierbare Funktion f: X — [0, co| gleich.

Im Folgenden sei K=K=Coder K=Rund K =R.

Lemma 22 [Elsl1, Satz IV.3.6]. Sind f,g: X — K p-integrierbar und o, 8 €
K, so ist auch af + Bg p-integrierbar und es gilt

/onf+ﬁgdu=/xafdu+/)(ﬁgdu

Lemma 23 [Elsll, Satz IV.3.3 und 1V.3.8]. Fiir eine Funktion f: X — K
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist u-integrierbar.

(11) f ist messbar und es gibt eine p-integrierbare Funktion g: X — [0, 00|
mit [f] < g.

(111) f ist messbar und |f| ist p-integrierbar.

In diesem Fall gilt die Standardabschdtzung

‘/deu‘S/XIf!du-

Lemma 24 [Coh80, Prop. 2.3.6]. Sind f,g: X — R p-integrierbar mit f(z) <

g(x) fir alle x € X, so gilt
[ sin< [ gan.
X X



Fast iiberall bestehende Eigenschaften

Fiir diesen Abschnitt sei (X, A, 1) ein Mafiraum.

Definition 25.
e Eine Menge N € A mit u(N) = 0 heifit u-Nullmenge.

e Fiir jedes x € X sei A(z) eine Aussage. Man sagt, dass A(x) fiir p-fast
alle x € X (oder p-fast iiberall) gilt, falls eine p-Nullmenge N € A
existiert, sodass A(x) wahr ist fiir alle x € X \ N.

Lemma 26 [Coh80, Prop. 2.3.8]. Es seien g: X — R messbar und f: X — R
p-integrierbar mit f(x) = g(x) fir p-fast alle x € X. Dann ist auch g p-

integrierbar und es gilt
/ fdu= / gdu
X X

Lemma 27 [Coh80, Prop. 2.3.11]. Ist f: X — R messbar mit [, |f|du =0,
so folgt f(x) =0 fiir u-fast alle x € X.

Lemma 28 [Coh80, Kor. 2.3.12]. Ist f: X — R p-integrierbar, so gilt
|f(x)| < oo fiir p-fast alle v € X.

Definition 29. Eine Menge A € A heifit o-endlich (beziiglich p), falls
es eine Folge (Ay)ren aus A gibt mit A = J, oy Ar und p(Ag) < oo fiir alle
k € N. Man nennt den Mafiraum (X, A, i) (bzw. das Mafl i) o-endlich, falls
X o-endlich beziiglich p ist.

Lemma 30 [Coh80, Prop. 2.3.10]. Ist f: X — R pu-integrierbar, so ist die
Menge {z € X | f(z) # 0} o-endlich.

Bemerkung 31. Die Aussage von Lemma 23 bleibt richtig, wann man Punkt
(17) durch

(i1°) f ist messbar und es gibt eine p-integrierbare Funktion g: X — [0, 0]
mit |f(x)| < g(z) fir p-fast alle x € X.

ersetzt (siehe [Els11, Korollar IV.4.3]). Ebenso bleibt die Aussage von Lemma
24 richtig, wenn man die Giiltigkeit der Ungleichung

fx) < g(x)

nur fir p-fast alle x € X fordert (siehe [Elsll, Satz IV.4.2 a))]).



Konvergenzsitze

Im Folgenden sei (X, A, p) ein Mafiraum.

Satz von der monotonen Konvergenz

Satz 32 [Coh80, Theorem 2.4.1]. Es sei (fn)nen eine Folge von messbaren
Funktionen f,: X — [0, 00] so, dass

fa(z) £ fata(z)
und

lim f,(z) = f()
fiir p-fast alle v € X gilt. Dann gilt

/fdu: lim [ f,du.
X b'e

n—o0

Als unmittelbare Folgerung aus dem letzten Satz erhélt man.

Korollar 33. Fiir jede Folge (f,)nen messbarer Funktionen f,: X — [0, 00]

gilt
ndu = ndi.
/X;f y ;%/Xf "

Satz von der majorisierten Konvergenz

Satz 34 [Els11, Theorem 2.4.1]. Die Funktionen f, f,: X — K (n € N) seien
messbar und es gelte lim,,_, fn(x) = f(x) fir p-fast alle v € X. Auflerdem
gebe es eine p-integrierbare Funktion g: X — [0, 00| so, dass

()] < g()

fir alle n € N und p-fast alle x € X gilt. Dann sind die Funktionen f,, (n € N)
und f p-integrierbar mait

/fdu: lim [ f,du.
X D'

n—o0
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