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Aufgabe 17 (2+2=4 Punkte)
Sei X 6= ∅ eine Menge und seien t1, t2 Topologien auf X. Zeigen Sie:

(a) Sind B1,B2 Basen von t1, t2, so gilt

t1 ⊂ t2 ⇔ ∀B1 ∈ B1 ∀x ∈ B1 ∃B2 ∈ B2 mit x ∈ B2 ⊂ B1.

(b) Sind S1,S2 Subbasen von t1, t2, so gilt

t1 ⊂ t2 ⇔ ∀S ∈ S1 ∀x ∈ S ∃S1, . . . , Sr ∈ S2 mit x ∈
r⋂

i=1

Si ⊂ S.

Aufgabe 18 (4 Punkte)
Sei X 6= ∅ eine Menge. Zeigen Sie, dass ein System B ⊂ P(X) von Teilmengen von X genau

dann die Basis einer Topologie t auf X ist, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) Für jedes x ∈ X gibt es ein B ∈ B mit x ∈ B.

(b) Für alle B1, B2 ∈ B und alle x ∈ B1 ∩B2 gibt es ein B0 ∈ B mit x ∈ B0 ⊂ B1 ∩B2.

In diesem Fall gilt

t = {U ⊂ X ; ∀x ∈ U ∃B ∈ B mit x ∈ B ⊂ U}

=
⋂

(O ; O ist Topologie auf X mit B ⊂ O) .

Aufgabe 19 (1+1+2+2=6 Punkte)
Sei B = {[a, b) ; a, b ∈ R mit a < b}. Zeigen Sie:

(a) B ist Basis einer Topologie τ auf R.

(b) Die gewöhnliche Topologie t auf R ist echt schwächer als τ .

(c) (R, τ) ist separabel und erfüllt das 1. Abzählbarkeitsaxiom.

(d) (R, τ) ist nicht metrisierbar.

Aufgabe 20 (4 Punkte)
Sei (X, t) ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass (X, t) genau dann Hausdor�sch ist, wenn zu je

zwei disjunkten kompakten Mengen K1,K2 ⊂ X disjunkte o�ene Mengen U1, U2 ⊂ X existieren

mit K1 ⊂ U1 und K2 ⊂ U2.


