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Vorbereitungsblatt

Auf dem folgenden Handout erinnern wir an einige Sétze und Definitionen aus der
Funktionalanlysis, die im Seminar gebraucht werden. Die Nummerierung bezieht
sich dabei auf das Funktionalanalysisskript von Prof. Dr. Jérg Eschmeier aus dem
Wintersemester 2015/2016.

Definition 5.5. (a) Eine K-Algebra A zusammen mit einer Norm || - || heifit
normierte Algebra, falls
lzyll < ll=[l[[yl

ist fiir alle z,y € A.
(b) Eine normierte Algebra, deren Norm vollstandig ist heilt Banachalgebra.

(c) Eine unitale normierte Algebra (oder Banachalgebra) ist eine normierte Alge-
bra (Banachalgebra) mit Einselement 1 € A so, dass ||1]| = 1.

Beispiel 5.7.  (a) Ist X ein kompakter Hausdorffraum, so ist C'(X) versehen mit
der Supremumsnorm || - || x eine kommutative unitale Banachalgebra.

(b) Ist E ein Banachraum, so sind L(F) und K (F) zusammen mit der Operator-
norm Banachalgebren.

Definition 5.8. Sei A eine unitale Banachalgebra iiber K = R oder K = C. Fiir
a € A nennt man

o(a) ={X € K ; Al — a ist nicht inverteierbar in A}

das Spektrum von a € A. Das Komplement p(a) = K \ o(a) heifit die Resolventen-
menge von a und die Funktion

pla) = A, A= R(\a) = (A1 —a)™!
bezeichnet man als die Resolventenfunktion von a. Wir schreiben
A™!' ={z € A; 1 ist invertierbar in A}

fiir die Menge der invertierbaren Elemente in A.

Statt A1 — a werden wir im Folgenden einfach A — a schreiben.
Lemma 5.9. Sei A eine unitale Banachalgebra tiber K. Dann gilt:

(a) Firae€ A mit ||a|| <1 ist 1 — a invertierbar in A mit

(1—a)'= Z a" (Neumannsche Reihe).

n=0



(b) Die Menge A™' C A ist offen und die Abbildung

At 5 A gt

1st ein Homdéomorphismus.
(¢) Fiira e Aist o(a) C K kompakt und o(a) C {\ € K ; [N < |la]}.

(d) Fir a € A ist die Resolventenfunktion p(a) — A, XA — R(\, a) stetig und
erfillt die Resolventengleichung

R()\7 CL) - R(/lﬂ CL) = (:U’ - )‘)R</’L7 Q)R<)\7 CL)
fir alle A\, i € p(a). Insbesondere gilt
R()‘a Cl) _ R(Ma a)

- _ 2
fir alle p € p(a).
(e) Fiira e A und A € K mit |\ > ||a|| gilt
o0 an
R(\ a) = ot 0
n=0

fiir |A\| — oo, wobei die Reihe fir jedes r > ||a| gleichmdfig fir |A\| > r
konvergiert.

Bemerkung 5.10. Ist A eine unitale komplexe Banachalgebra, so ist

o(a) # 0.

Sei A eine normierte Algebra. Wir bezeichnen eine Linearform A: A — K als
multiplikativ, falls AM(xy) = A(z)\(y) fir alle z,y € A gilt und schreiben

Ay ={N; A\: A— K ist eine multiplikative Linearform mit A # 0}

fiir die Menge der nicht-trivialen Linearformen auf A. Ist A unital, so ist eine
multiplikative Linearform A: A — K genau dann nicht das Nullfunktional, wenn
A1) =1 ist.

Korollar 7.6. Sei A eine unitale Banachalgebra tiber dem Korper K = R oder
K = C. Dann ist

Aa={\; \: A= K ist eine multiplikative Linearform mit A(1) =1} C A’
eine Ty~ -kompakte Teilmenge des topologischen Dualraums A" von A.

Lemma 10.1. Sei A eine (unitale) Banachalgebra und sei I C A ein abgeschlos-
senes Ideal. Dann ist die Quotientenalgebra A/I beziiglich der Quotienetennorm
|la + I|| = dist(a,I) eine (unitale) Banachalgebra.



Korollar 13.7 (Spektraler Abbildungssatz). Firx € A und eine analytische Funk-
tion f € O(U) auf einer offenen Menge U D o(x) gilt

Definition 13.9. Fir z € A nennt man die Zahl

r(z) =sup{|z|; z € o(x)}

den Spektralradius von x.

Korollar 13.10. Firx € A gilt

r(z) = lim || = in£]||:1:
n—00 ne

Sei im Folgenden H ein Hilbertraum iiber C.

Definition 14.1. Unter einer C*-Algebra versteht man eine Banachalgebra A iiber
C zusammen mit einer Involution, das heifit einer Abbildung A — A, a + a* mit

(a+b)"=a"+0b", (ca)" =aa", (ab)" =b"a*, a™ =a (a,be A,aecC)

fiir die auflerdem gilt
la*all = lla]l* (a € A).

Bemerkung 14.2. (a) In einer C*-Algebra A gilt
la*[] = llall

fiir alle @ € A. Insbesondere ist A — A, a +— a* stetig. Enthélt A ein
Einselement, so ist 1* = 1.

(b) L(H) mit der kanonischen Involution ist eine C*-Algebra mit Eins. Allgemei-
ner ist jede norm-abgeschlossene Teilalgebra A C L(H) mit

T" e A
fir alle T € A eine C*-Algebra (etwa K(H) C L(H)).

(c) Ist X ein kompakter Hausdorffraum, so ist C'(X) mit der Norm || f|| = || f||x
(f € C(X)) und der Involution

fl@)=fz) (f€C(X),xeX)

eine kommutative C*-Algebra mit Eins.

Definition 14.3. Sei A eine C*-Algebra. Ein Element a € A heifit
(i) selbstadjungiert, falls a = a* ist,
(ii) normal, falls aa* = a*a ist,

(iii) wunitar, falls A eine Eins hat und aa* = a*a = 1 ist.



Wir betrachten zunéchst normale und selbstadjungierte Elemente in C*-Algebren
etwas genauer.

Lemma 14.4. Sei A eine C*-Algebra.
(a) Ist a € A normal, so ist r(a) = ||a|| (vergleiche Definition [13.9).
(b) Ista =a* € A, so ist o(a) C R.

Lemma 14.5. Sei A eine C*-Algebra mit Fins und sei a € A normal. Dann ist
C*(a) = ﬂ( B ; B C A norm- und x -abgeschlossene Teilalgebra mit a,1 € B )

eine kommutative C*-Algebra (beziiglich der induzierten Involution).

Lemma 14.6. Sei A eine C*-Algebra mit Eins und sei B C A eine unitale C*-
Unteralgebra, (das heif$t eine x-abgeschlossene, norm-abgeschlossene Unteralgebra
mit 1 € B). Dann gilt fir alle x € B

oa(x) = op(x).
Satz 14.7. Sei A eine kommutative komplexe Banachalgebra mit Fins und sei
Ayx ={X; X #0 ist multiplikative Linearform auf A}
der Strukturraum von A definiert wie in Korollar[7.6. Dann gilt fir alle x € A
o(x) ={\x); N€ As}.
Satz 14.8. Sei A eine kommutative unitale Banachalgebra tiber C. Dann gilt:

(a) Ist M C A ein mazimales Ideal, so ist M C A abgeschlossen mit dime(A/M) =
1.

(b) Ist A\ {0} = A7, soist A= C1 (Satz von Gelfand-Mazur).
(c) Die Abbildung
Ay — M(A)={M ; M C A mazimales Ideal}, \ — ker(\)

st eine Bijektion.

Korollar 14.11. Sei A eine unitale C*-Algebra und sei a € A normal. Dann gilt
fir alle Polynome p € Clzy, 2]

o(pla,a”)) = {p(z,%) ; z € o(a)}.
Lemma 14.12. Sei A eine unitale C*-Algebra und sei a € A normal. Dann ist
P={feC(o(a)); es gibt ein p € C[z1, 20] mit f(z) = p(2,Z) fir alle z € o(a)}
eine dichte Teilalgebra von C(o(a)) beziglich || - |5 und
Og: P — A, Oo(f) =pla,a”), falls p wie oben zu fgewdhlt ist,

ist ein isometrischer Algebrenhomomorphismus.



Satz 14.13 (Stetiger Funktionalkalkiil fiir normale Elemente). Sei A eine unitale
C*-Algebra und sei a € A normal. Dann ¢ibt es eine eindeutige stetige lineare
Abbildung ®: C(o(a)) = A, f— O(f) mit

<D<f) = q)o(f)

fiir alle f € P. Diese Abbildung ist ein isometrischer Algebrenhomomorphismus mit

®(C(0(a))) = C*(a). Sei f(a) = B(f) fir f € Clo(a)). Dann gilt:
(i) f(a) = f(a)* und
(ii) o(f(a) = f(o(a))

fiir alle f € C(c(a)).

Bemerkung 14.14. (a) Fir A= L(H) und T € L(H) normal liefert Satz [14.13
den C(o(T))-Funktionalkalkil fiir normale Operatoren auf Hilbertraumen.

(b) Die Abbildung ® aus Satz|14.13|ist auch der eindeutige isometrische *-Isomor-
phismus C(o(a)) — C*(a) (das heiit der isometrische Algebrenisomorphismus
mit O((f)) = O(f)* fiir alle f € C(o(a))) mit

®(1)=1 und &@(id) = a.
Satz 14.15. Sei A eine unitale C*-Algebra und sei a € A normal. Dann ist
(i) a = a* genau dann, wenn o(a) C R ist,
(ii) a unitdr genau dann, wenn o(a) C T ist,

(11i) a = a* und o(a) C Ry genau dann, wenn es ein Element b € A mit b = b*
und b* = a gibt. (Hierfiir schreibt man abgekiirzt a > 0.)



