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Aufgabe 53 (4 Punkte)
Sei u : 2 — R eine harmonische Funktion auf einer offenen Menge Q2 C C. Zeigen Sie:
Ist a € Q und r > 0 mit D,(a) C Q, so gilt
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u(a) = /. u(a +re')dt .

Aufgabe 54 (4 Punkte)
Sei  C C offen, u : Q — [—00,00) subharmonisch und a € ©, r > 0 mit u(a) > —oo und
D, (a) C . Zeigen Sie die Ungleichung
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u(a) u(a +re)dt .
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(Hinweis: Benutzen Sie die Aufgaben 52(b) und 53, sowie den folgenden Satz. (Sie miissen
diesen Satz nicht beweisen.)

Satz (10.2.3 in [Lorenz]):

Seien a € C und r > 0. Zu jeder stetigen Funktion h: 0D, (a) — R existiert eine stetige Funktion
H : D.(a) — R, so dass H|op, () = h gilt und H|p, (4 harmonisch ist. )

Aufgabe 55 (242+4-2=6 Punkte)
Sei u :  — [—00,00) eine nach oben halbstetige Funkfion auf einer offenen Menge €2 C C,
so dass zu jedem a € Q ein r(a) > 0 existiert mit D, (4 (a) C Q und
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u(a) u(a + re)dt

fiir alle 0 < 7 < r(a). (Dabei sei obiges Integral als —oo definiert, falls der Integrand nicht
integrabel ist.) Zeigen Sie fiir K C Q kompakt und h : K — R stetig, so dass u < h auf

OK gilt und h| 1,y harmonisch ist, die folgenden Aussagen.

(a) Die Menge

M := {z€K; (u—h)(Z)zglelg{(u—h)(w)}

ist kompakt und nichtleer.

(b) Wire u—h > 0 auf M, so wire M C Int(K) und zu jedem b € OM gibe es ein r > 0
mit

1 2w .

(u—h)(d) < Py (u—h)(b+re®)dt < (u—h)(d) .
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Folgern Sie nun, dass v subharmonisch ist.




Aufgabe 56 (34+1=4 Punkte)
Sei u : G — [—00,00) subharmonisch auf einem Gebiet G C C und sei a € G mit
u(z) < wu(a) fir alle z € G.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 54, dass die Menge {z € G; u(z) = u(a)} offen ist.

(b) Folgern Sie, dass u konstant ist.

Aufgabe 57* (5" Punkte)
Sei u : G — [—00,00) subharmonisch auf einem Gebiet G C C mit u # —o0.

(a) Seien a € G mit u(a) > —oo und R > 0 mit Dg(a) C G. Zeigen Sie, dass Ul p(a)
integrabel ist. Wihlen Sie dazu stetige Funktionen hy : Dg(a) — R mit hy, | Ul p(a)
und berechnen Sie [ Dr(a) hidz mit Hilfe von Polarkoordinaten.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge
M := {z € G; es existiert eine Umgebung U von z mit u|y € L' (U)}

abgeschlossen in G ist.
(Hinweis: Sonst gébe es eine Folge (ax)ren in M, so dass u(ay) > —oo fiir alle k € N
und klim ar € Q\ M gilt.
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(c) Schlielen Sie, dass u lokal integrabel ist.



