Analysis 3

Jorg Eschmeier
Universitat des Saarlandes

WS 2005/06






Inhaltsverzeichnis

1 Mafitheorie

§1 o—Algebren und messbare Funktionen ................ ... ... ... ... .. ...... 1
§2 MafBle und p—messbare Abbildungen ........... ... ... i 6
§3 Integrierbare Funktionen .......... ... . ... . . 11
64 Die Konvergenzsatze .......... ..o 16
§5 Das Lebesguemall ... ... .. 18
§6 Der Satz von Fubini ...... ... . . 23
§7 Die Transformationsformel ......... .. .. .. ... . 27
2 Integralsitze
§8 Mannigfaltigkeiten im R™ ... ... 30
§9 Integration iiber Mannigfaltigkeiten M C R™ ...... ... .. .. ... .. ... .. ... 34
6§10 Kompakta mit glattem Rand .......... ... ... ... ... 40
§11 C*Zerlegungen der Eins ......... ... i 42
§12 Der Gauflsche Integralsatz ........ ... .. .. 44
613 Differentialformen ....... ... . . 46
§14 Poincarésches Lemma ........ .. .. 51
Literatur 53



Vorwort

Das vorliegende Skript stellt ohne Beweise die Ergebnisse einer im Wintersemester
1997/98 und im Wintersemester 2005/06 gehaltenen Vorlesung zusammen. In der
Vorlesung wurden alle im folgenden beschriebenen Resultate in derselben Reihenfolge
vollsténdig bewiesen. Diese Zusammenfassung soll im Idealfall dem wiederholenden
Studenten dabei helfen, sich einige der wichtigsten Ergebnisse dieses Teils der klassischen
Infinitesimalrechnung und ihre Rolle im Gesamtaufbau der Analysis noch einmal klar zu
machen.

Der erste Teil der Vorlesung beschéftigt sich mit der Einfiithrung des abstrakten Maflinte-
grals. Es werden die Konvergenzsétze fiir Banachraum-wertige integrierbare Funktionen
iiber messbaren Riumen hergeleitet. Zentrale Bedeutung fiir den zweiten Teil iiber
Integralsétze haben die Konstruktion des Lebesguemafles im R", der Satz von Fubini und
die Transformationsformel. Bei der Definition des vektorwertigen Mafintegrals folgen
wir im wesentlichen dem Buch ”"Real and Complex Analysis” von S. Lang. Der Satz
von Fubini wird nur fiir Lebesguemafle bewiesen, ohne den Begriff des Produktmafles zu
benutzen.

Ziel des zweiten Teils ist der Beweis des Gauflschen Divergenzsatzes fiir stetig diffe-
renzierbare Funktionen, die auf einer Umgebung eines Kompaktums mit glattem Rand
im R” definiert sind. Zur Vorbereitung betrachten wir Untermannigfaltigkeiten im R"”
und erkldren das Integral von Funktionen auf Mannigfaltigkeiten im R™. Diese Teile
der Vorlesung folgen eng dem Buch ”Analysis III” von O. Forster und werden nur
ergénzt durch einen Abschnitt tiber C*—Zerlegungen der Eins. Die Vorlesung wurde
abgeschlossen mit der Einfithrung von Differentialformen auf offenen Mengen im R™ und
dem Beweis des Poincaréschen Lemmas iiber sternférmigen Gebieten.
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1 Maf3theorie

1.1 o—Algebren und messbare Funktionen

Sei X # ¢ eine Menge und P(X) := {4; A C X} die Potenzmenge von X. Fir A C X
bezeichne A° := {zr € X;x ¢ A} das Komplement von A, und fir A C B C X sei

B\ A= DBn Ae.

Definition 1.1  Eine Menge 9 C P(X) heifit c—-Algebra, falls gilt:
(i) ¢ € M.
(ii) Mit A € M, gilt auch A° € M.

(iii) Ist (Ag)ken eine Folge in 9, so ist |J Ax € M.
keN

Bemerkung 1.2 Seien 0t und M; (i € I) o—Algebren auf X. Dann gilt:

a) X € 9 und mit jeder Folge (Ag)ren in M gehort auch () Ay € M.
keN

b) Mit Ay,..., A, € M, gehoren auch Ay U...UA, € Mund A;N...NA, € M.

c) Ist (Ag)ren eine Folge in 9, so existiert eine Folge (By)gen in 9 mit

J A = | B und By N B; = ¢ fiir j, k € Nmit j # k.

keN keN

Man definiere etwa

BQZ:A(), BlelﬂAg,,Bn:Anm(AQUUAn_l)c

d) Der Durchschnitt (] 91; ist eine o—Algebra auf X.

el

Beispiele 1.3  Sei X # ¢ eine Menge.
a) {¢, X} und P(X) sind o—Algebren auf X.
b) M = {A C X; A ist abzdhlbar oder A¢ ist abzdhlbar } ist eine o—Algebra auf X.

Zum Beweis von b) benutze man, dass die Vereinigung abzihlbar vieler abzahlbarer
Mengen abzéhlbar ist.



Zu jeder Teilmenge £ C P(X) gibt es eine kleinste o—Algebra, die £ enthélt.

Lemma 1.4 Sei £ C P(X). Dann ist
M(E) .= N(M; M o-Algebra auf X mit £ C M)

die kleinste o—Algebra auf X, die das Mengensystem &£ enthélt.

Definition 1.5 Fiir £ C P(X) heifit die in Lemma 1.4 beschriebene o—Algebra 9t(&)
die von & erzeugte o—Algebra auf X.

Das fiir uns wichtigste Beispiel ist die von den offenen Teilmengen eines metrischen
Raumes erzeugte o—Algebra.

Beispiel 1.6  Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann nennt man
B(X)=9M{U; U C X offen})

die Borelsche o—Algebra auf X.

Man {iberlegt sich sofort, dass die Borelsche o—Algebra auch von dem System aller
abgeschlossenen Teilmengen von X erzeugt wird. Fiir die Borelsche o—Algebra B(R™) auf
dem R"™ kann man weitere einfache Erzeugendensysteme angeben.

Satz 1.7  Die Borelsche o—Algebra B(R") wird auch erzeugt von den Systemen:

a) & = {F; F C R™ ist abgeschlossen};

b) & U {77 ((—00,b)); b € R}, wobei 7; : R® — R, (z1,...,7,) — x; die Projektion

auf d1e 1—te Koordinate ist;
C) &= {H(&zasz A1y ...y Ay, bl;---abn € R mit a; < b; fiir 1 = 1,...,71,}.
i=1

Zum Beweis iiberlegt man sich etwa, dass die Inklusionskette

Ms; C My C M, CB(R”) C Ms
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fiir die o-Algebren M,; = M(&;) (i = 1,2, 3) gilt.

Satz 1.8 Ist f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen X, Y und ist 91 eine
o—Algebra auf X, so definiert

N:={BCY; f 1B em
eine o—algebra auf Y.

Als niitzliche Folgerung aus dieser einfachen Beobachtung erhalt man:

Korollar 1.9  Seien 9 eine o0—Algebra auf X, 9t = M(E) die von einem Mengensystem
E C P(Y) erzeugte o—Algebra auf Y und sei f : X — Y eine Abbildung. Ist f~!(B) € M
fiir alle B € £, so ist f~1(B) € M fiir alle B € N.

Definition 1.10

a) Ein messbarer Raum ist ein Paar (X,9%) aus einer Menge X # ¢ und einer o—
Algebra 9 auf X.

b) Seien (X,9) und (Y,M) messbare Raume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
messbar (bzgl. 9 und N), falls f~1(B) € M fiir jede Menge B € N.

c) Sei (X,9M) ein messbarer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung
f: X — Y heifit Borel-messbar, wenn sie messbar ist bzgl. 9t und B(Y).

Korollar 1.9 erleichtert es einem, die Borel-Messbarkeit von Abbildungen zu iiberpriifen.

Bemerkung 1.11

a) In der Situation von 1.10 c) ist eine Abbildung f : X — Y Borel-messbar genau
dann, wenn f~1(U) € M gilt fiir jede offene menge U C Y.

b) Sind (X, d) und (Y, d") metrische Rdume, so ist jede stetige Abbildung f: X — Y
messbar bzgl. B(X) und B(Y).

c¢) Sind (X, M), (Y,M) und (Z, 3) messbare Réume und sind f: X - Y, g:Y — Z
messbare Abbildungen, so ist auch go f : X — Z messbar.

Im folgenden seien R™ und C" = R?" immer mit der euklidischen Metrik versehen

n 1/n
d: K"x K" — K, d((x),(y;)) = (Z |xi—yi|2> (K =R,C).

Sei (X, 9) ein messbarer Raum. Wenn wir eine Abbildung

f: X— K" (K=Roder K =C)
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als messbar bezeichnen, soll das immer bedeuten, dass sie Borel-messbar ist.

Satz 1.12  Sei (X,9) ein messbarer Raum und seien m,n > 1 natiirliche Zahlen.

a) Eine Abbildung f = (g,h) : X — R™ x R" ist messbar genau dann, wenn g : X —
R™ und h : X — R" beide messbar sind.

b) Sind f,g: X — R™ messbar, so ist auch f + g : X — R™ messbar.

c) Ist f: X — R™ messbar, so ist auch die Funktion ||f|| : X — R, z — ||f(2)]]
messbar.

d) Mit f,g: X — R (oder C) ist auch das Produkt fg: X — R (oder C) messbar.

Um im Teil a) die Messbarkeit von f zu beweisen unter der Voraussetzung, dass f und g
messbar sind, ist es niitzlich sich zu iiberlegen, dass jede offene Menge U C R™ x R" sich
schreiben lasst als

U:UkaWk
keN

mit geeigneten offenen Mengen Vj, C R™ und W), C R"™ (k € N). Alle anderen Teile erhélt
man mit Hilfe von Bemerkung 1.11 (Teil b) und Teil c)).

Korollar 1.13  Sei (X, ) ein messbarer Raum. Dann gilt:

a) Eine Funktion f : X — C ist messbar genau dann, wenn Re f : X — R und
Im f : X — R messbar sind.

b) Sind f,¢ : X — R messbar, so sind auch die Funktionen max(f,g) : X — R und
min(f, g) : X — R messbar.

Die Eigenschaft der Borel-Messbarkeit bleibt bei punktweiser Konvergenz von Funktio-
nenfolgen erhalten.

Satz 1.14  Secien (X,9) ein messbarer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum. Sind
fr: X =Y (keN), f: X =Y Funktionen so, dass alle f; Borel-messbar sind und ist

f(z) = lim fy(z) (z€X),

k—o0

so ist auch f: X — Y Borel-messbar.

Definition 1.15  Sei (X, 90) ein messbarer Raum und sei Y eine beliebige Menge. Eine
Funktion f : X — Y heifit einfach, falls es paarweise disjunkte Mengen Aq,..., A, € M

gibt mit X = |J A; so, dass f|A; konstant ist fiir jedes i = 1,...,r.
i=1

Bemerkung Ist (Y, d) ein metrischer Raum, so ist in der Situation von Definition 1.15 eine
Funktion f: X — Y einfach genau dann, wenn sie Borel-messbar ist und die Bildmenge
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f(X) CY endlich ist.

Messbare Funktionen mit Werten in R™ oder C™ lassen sich punktweise durch einfache
Funktionen approximieren.

Satz 1.16  Sei (X,9N) ein messbarer Raum. Eine Funktion f: X — K™ (K = R oder
C) ist messbar genau dann, wenn es eine Folge einfacher Funktionen f, = X — K" gibt
mit

f(z) = lim fi(z) (z€ X).

k—o0

Fiir eine messbare Funktion f : X — R kann man folgendermaflen eine approximierende
Folge einfacher Funktionen definieren. Sei k € N*. Liegt f(z) in einem der Intervalle

J J+1

(j € [_kaa k2k) ﬂZ),

so setzt man fi(x) = ;—k In den iibrigen x € X definiert man f; durch
filw) =k fiwe f(2) > b, file) = =k fiir f(z) < —k.
Bemerkung 1.17

a) Ist f: X — R messbar und beschrénkt, so konvergiert die Folge (fx)r>1 gleichméfig
auf X gegen f.

b) Ist f : X — R, messbar, so konvergiert die Folge (fx)r>1 punktweise monoton
wachsend gegen f, d.h. fiir alle z € X gilt fi(z) < fit1(z) (K € N) und

f(z) = lim fi(x).

k—o0

Definition 1.18  Sei (X,91) ein messbarer Raum und sei Y C X. Dann heifit die
o—Algebra (auf V)
MY ={ANY; AecM}

die von M auf Y induzierte o—-Algebra oder die Spur-o—Algebra von 9 auf Y.

Bemerkung 1.19  Seien (X,9), (Z,3) messbare Rdume und sei f : X — Z eine
Abbildung.

a) Fir Y e Mist MY ={AeM; ACY}

b) Ist f: X — Z messbar bzgl. 9 und 3 und ist Y C X beliebig, so ist f|Y : Y — Z
messbar bzgl. 9M|Y und 3.

c) Sei Y € M. Eine Funktion f : X — Z ist messbar bzgl. 9T und 3 genau dann, wenn
flY : Y — Z messbar bzgl. 9M|Y und 3 ist und f|Y ¢ messbar bzgl. |Y ¢ und 3 ist.
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Satz 1.20  Sei (X,9) ein messbarer Raum und f : X — K (K = R oder K = C)
messbar. Dann ist die Funktion g : X — K,

by [T i ) £ 0
= 0 ; falls f(x) =0

messbar.

1

Schreibweise:  Fiir die in 1.20 definierte Funktion g schreibt man wieder i

82 Mafle und p—messbare Abbildungen

Sei (X, 9M) im folgenden ein messbarer Raum.

Definition 2.1  Eine Abbildung x : 9t — [0, co] heifit (positives) Mafl auf (X, 9), falls

(ii) p <U Ak> = > p(Ag) fiir jede Folge (Ag)ren paarweise disjunkter Mengen Ay in
k=0 k=0

Unter einem MaBraum verstehen wir ein Tripel (X, 90, 1) bestehend aus einer Menge

X # ¢, einer o—-Algebra M auf X und einem Maf} o auf (X, 90).

In (ii) sei fiir eine Folge (cx)ken in [0, 0o] definitionsgemiB > ¢x := oo, falls ein ¢, = oo
k=0
[es) 00 N
ist oder alle ¢, < 0o sind, aber Y ¢ divergiert, und > ¢ := A}im > ¢ sonst.
k=0 k=0 k=0
Bemerkung 2.2 Die Eigenschaft (ii) aus Definition 2.1 nennt man die o—Additivitat
des Mafles p. Ist p ein Mafl auf (X, 9) und sind Ay, ..., A, € M paarweise disjunkt, so

gilt insbesondere

L (U Ak) = Z/L(Ak> (:= oo, falls p(Ay) = oo fiir ein k).
k=0 k=0

Diese Eigenschaft von p nennt man die endliche Additivitét.

Beispiele 2.3



a) Sei (X,9) ein messbarer Raum. Dann nennt man das Maf}

#(A) , falls A endlich ist
j M = [0,00], p(A) =

oo, sonst
das Zahlmaf} auf (X, 9).
b) Ist (X, 90) ein messbarer Raum und = € X ein beliebiger Punkt in X, so nennt man

1 , fallsxe A

0 , falls ¢ A

das Dirac-Mafl in z auf (X, ).

c) Sei (X, M) = (R, B(R)). Wir zeigen spéter (§5 und Lemma 7.1):
Es gibt ein eindeutig bestimmtes Ma8 A : B(R) — [0, co] mit

A(I) = "Lénge von I”
fiir alle Intervalle I C R. Dieses Maf} heifit das Lebesgue-Maf} auf R.
Sei X eine Menge und seien Ay, C X (k € N), A C X Teilmengen. Wir schreiben

(Ap) 1 A, falls A, C Ay, fiir alle k € N gilt und A = |J Ay,
keEN
(Ap) | A, falls Ag .y C Ay fiir alle k € N gilt und A = [ Ay.
keN
Satz 2.4  Sei p ein positives Maf3 auf (X, 91), seien Ay € M (k € N), A, B € 9. Dann

gilt:
a) Ist A C B, so gilt u(A) < u(B).

b) u (Ej Ak> < i p(Ag) (Sub—o—Additivitéit von )
k=0 k=0
c) Ist (Ax) T A, so gilt klim w(Ag) = u(A).
d) Ist (Ag) | A und ist p(Ag,) < oo fiir ein ky € N, so folgt klim p(Ag) = u(A).

Die in ¢) und d) beschriebenen Eigenschaften von 1 nennt man die Stetigkeit des MaBes
4 von unten bzw. von oben.

Bemerkung: Einfache Beispiele zeigen, dass man im Teil d) die Bedingung, dass p(Ag,) <
oo fiir mindestens ein kg € N ist, nicht ersatzlos streichen kann. Ist etwa (X,9) =
(R, B(R)), so wird durch

L [0, 00, M<A):{ oo ; falls A# ¢

0 , falls A=2¢



ein MaB definiert. Offensichtlich gilt (0, %) | ¢, aber

tim (0, 1) = 00 # (9.

k—o00

Sei X # ¢ eine Menge. Unter einer Zerlegung von X verstehen wir eine Familie (A;);es

von Teilmengen von X so, dass X = |J 4; und A; N A; = ¢ fiir alle 4,5 € I mit i # j.
i€l

Sei im folgenden (X, 9, 1) immer ein Mafiraum und E ein K—Vektorraum mit KX = R

oder K = C.

Definition 2.5 FEine Funktion f : X — FE heifit Treppenfunktion auf (X, 9, u), falls
es eine Menge A € M endlichen Mafles und eine endliche Zerlegung (A4;)7_; von A in
Mengen A; € M gibt derart, dass f|A° = 0 ist und f|A; konstant ist fir jedesi =1,...,r.

In der Situation von Definition 2.5 nennen wir f Treppenfunktion bzgl. (A;)l_,. Wir
lassen zu, dass A; = ¢ fiir einige der Indizes i = 1,...,r.

Bemerkung: Jede Treppenfunktion ist eine einfache Funktion. Die Umkehrung gilt im
allgemeinen nicht. Eine gegebene Funktion f : X — F ist eine Treppenfunktion genau
dann, wenn sie eine einfache Funktion ist und u({z € X; f(x) # 0}) < oc.

Lemma 2.6 Die Menge
St(u, E) :={f; [ : X — E ist Treppenfunktion auf (X, 9%, u)}

bildet bzgl. punktweiser Addition und skalarer Multiplikation einen K—Vektorraum.

Sind etwa f,g € St(u, E) Treppenfunktionen bzgl. (A4;);_; und (B;)5_;, so definiere man
A=A, B:=J Bj und
. =~

=1 i
AT+1 = (AUB)\A, BS+1 = (AUB)\B

Dann ist 3 = (A; N B;) 1<i<r+1 eine Zerlegung von AU B so, dass f + g|(A; N B;) konstant

1<j<s+1

ist fiir alle ¢ und j. Da pu(A U B) < u(A) + u(B) < oo nach Satz 2.4 b) ist, ist f + ¢
Treppenfunktion bzgl. 3.

Ganz dhnlich erhilt man den ersten Teil des nichsten Ergebnisses.

Bemerkung 2.7

a) Ist B: ExF — @ eine Abbildung zwischen K—Vektorrdumen derart, dass B(0,0) =
0 ist (es geniigt etwa, dass B K-bilinear ist), dann ist mit zwei Treppenfunktionen
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f: X — FEund g: X — F auch die Funktion
X =G, ze B(f(z), g(z))
eine Treppenfunktion.

b) Ist (E,| - ||) ein normierter K—Vektorraum, so ist mit jeder Treppenfunktion
f X — E auch die Funktion || f|| : X — R, z — || f(x)|| eine Treppenfunktion.

Zur Erinnerung an die Analysis II wiederholen wir die Definition des normierten Raumes.

Definition 2.8 Sei K =R oder K =C.

a) Ein normierter K—Vektorraum ist ein K—Vektorraum F zusammen mit einer Norm,
d.h. einer Abbildung || - || : £ — R mit der Eigenschaft, dass fiir alle z,y € E und
a € K gilt:

(i) |lz|| = 0, ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0;
(i) [zl = laffl=[;

(iii) [l + yll < fl=[l + -

b) Ein Banachraum ist ein normierter K—Vektorraum, der vollstandig ist, d.h. in dem
jede || - |[-Cauchy—Folge konvergiert.

Beispiele: £ = R oder C mit dem Betrag | - | als Norm, £ = R" oder C" mit der
euklidischen Norm ||(2)]| = (3 |#4]?)"/? oder E = C([0, 1]) mit der Supremum-Norm
i=1

[flloc o1 = sup{|f(z); = € [0,1]}

sind einfache Beispiele von Banachridumen.
Sei im folgenden (X, 9, i) ein Mafiraum und E ein Banachraum.

Definition 2.9

a) Eine Menge N € 91 heifit Nullmenge, falls y(N) = 0. Eine Menge A € 9 heifit
o—endlich, falls es eine Folge (Ag)ren in M gibt mit u(Ax) < oo fiir alle £ € N und

k=0

b) Eine Abbildung f : X — FE heifft y—messbar, falls es eine Nullmenge N € 9 gibt
und eine Folge ( fx)ken in St(u, E) mit

fle) = Jim file) (€ X\N).




Bemerkung 2.10

a) Da Mafle sub-o-additiv sind (Satz 2.4. b)), sind abzéhlbare Vereinigungen von
Nullmengen wieder Nullmengen.

b) Seien f,g: X — E Funktionen. Ist f y—messbar und gibt es eine Nullmenge Z € I
mit g|Z¢ = f|Z¢, so ist g p—messbar.

Viele Eigenschaften von Treppenfunktionen iibertragen sich direkt auf p—messbare
Funktionen.

Lemma 2.11

a) Die Menge
{f; f: X — FEist yu-messbar}

ist ein K—Vektorraum.
b) Mit f: X — F ist auch die Funktion [|f]| : X — R p—messbar.
¢) Sind f,g: X — K p—messbar, so ist auch das Produkt fg: X — K p—messbar.

Aus der Definition der p—Messbarkeit folgt als Anwendung von Satz 1.16, dass auf
einem endlichen Mafiraum (d.h. u(X) < c0) jede messbare Funktion f : X — K" auch
p—messbar ist. Diese Bemerkung lésst sich deutlich verbessern.

Satz 2.12  Fiir eine Abbildung f : X — K" sind &dquivalent:
(i) f ist p—messbar;

(ii) es gibt eine Nullmenge N € 9, eine o—endliche Menge A € 9 und eine messbare
Funktion f: X — K" derart, dass f|[N¢ = f|N°und f|A°=0.

Bemerkung: Die Einschriankung, dass der Bildraum von f ein endlich dimensionaler
K—Vektorraum und nicht ein beliebiger Banachraum ist, benétigt man nur fiir die
Implikation (ii) = (i) (um Satz 1.16 anwenden zu konnen).

Korollar 2.13 Ist f: X — K p—messbar, so ist auch die Funktion

o e (M @) 5 f@) #£0
f.X K,(f)(). {

0 ; sonst

wieder py—messbar.

Korollar 2.14  Seien f; : X — K" (k € N), f : X — K™ Funktionen und sei N € 9
eine Nullmenge. Sind alle f; (k € N) p—messbar und ist

fz) = lim fi(z) (z€ X\N),
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so ist f pu—messbar.

83 Integrierbare Funktionen

Sei (X, 9, 1) im folgenden ein Mafiraum und sei F ein Banachraum iiber K = R oder
K =C.

Definition 3.1 Fiir A C X nennt man die Funktion s, : X — R,

1 ; z€A
%A(x): 0 - JI¢A

die charakteristische Funktion von A.

Bemerkung 3.2

a) Die charakteristische Funktion >4 einer Menge A C X ist messbar genau dann,
wenn A € M.

b) Bezeichnet man fiir « € F und A C X mit a4 die Funktion

a ; r€A

X - E, 93&—»{0 oA

so lésst sich jede einfache Funktion f : X — FE schreiben als

T
f = Z ;74
i=1

mit geeigneten disjunkten Mengen A;,..., A, € Mund a4,...,a, € F.

Lemma 3.3 Durch I : St(u, EF) — E,
I(f) = Z a;pu(A4;), falls f Treppenfunktion bzgl. (A;);_; und f|A4; = a;,
i=1

wird eine K-lineare Abbildung definiert.

Falls A; = ¢ ist, wollen wir die Aussage ” f|A; = a;” als richtig interpretieren fiir alle
a; € K (vgl. die entsprechende Bemerkung im Anschluss an Definition 2.5).
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Auf R-wertigen Treppenfunktionen ist die oben definierte Linearform monoton.
Lemma 3.4 Fiir f,g € St(u, R) mit f(z) < g(z) fiir alle x € X gilt

1(f) < 1(g).

Der Beweis von Lemma 3.4 folgt direkt aus der Linearitdt von I, denn

I(g)=1(f)+1(g—f) = I(f).

Ist f € St(u, E) Treppenfunktion bzgl. (A;)7_, und ist A € 9, so ist die Funktion s, f
Treppenfunktion bzgl. (4; N A)l_,.

Definition 3.5 Fiir f € St(p, E) und A € 9 definiert man

[ fin =12

Fiir eine beliebige Funktion g : X — E und eine beliebige Teilmenge M C X bezeichnen
wir die Supremum-Norm von g auf M mit

19lloc.a1 == sup{llg(@)||; = € M} € [0, 00].
Bemerkung 3.6 Sei f € St(u, E) eine Treppenfunktion.
a) Ist A € M und ist (A;)j_, eine Zerlegung von A in messbare Mengen A; € 91, so
gilt

[ fan=3 [ san

A 7=1 4,
b) Fir A € 9 gilt

I [ sdul < [ 1$1du < A
A A

Lemma 3.7 Durch
StLE) =R, |flh:= / 1 ldu
X

wird eine Halbnorm auf dem K—Vektorraum St(u, F) definiert, d.h. fiir alle f, g in St(u, E)
und o € K gilt:

W) [+ gl < [ f 11+ gl
(i) feeflle = le [[ £l
(i) £l = 0.
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Definition 3.8 Eine Folge (fi)ren in St(y, E) heiit eine £'-Cauchy-Folge, falls fiir
alle e > 0 ein N = N(¢) € N existiert so, dass

| fo — fimlli <& fiir alle n,m > N.

Da || [ fudu — [ fmdpll < ||fo — fwllr fir alle n,m € N gilt (Bemerkung 3.6 b)),
X X
konvergiert fiir jede £'-Cauchy-Folge (fi)ren in St(u, E) die Folge ([ fr du)ren in E.
X

Frage: Konvergiert eine £!'-Cauchy—Folge in irgendeinem Sinne als Funktionenfolge?

Satz 3.9  Ist (fi)ren eine L1-Cauchy—Folge in St(u, E), so gibt es eine Teilfolge (gx)ren
von (fi)ren und eine Nullmenge N € 90t mit
(i) klim gr(x) existiert fiir alle x € X \ NV,
(ii) Ve > 03Z. € M mit p(Z.) < e derart, dass die Folge (gx|ZS)ken gleichmifig kon-
vergiert.
Die folgende Sprechweise vereinfacht die Formulierung vieler Ergebnisse in der Mafitheorie.
Definition 3.10 Seien f; : X — F (k € N) und f : X — F Funktionen. Man sagt,

dass (fx)ken punktweise p—fast iiberall (pktw. p—f.ii.) auf X gegen f konvergiert, falls es
eine Nullmenge N € 91 gibt mit

f@) = Jim fuz) (z€X\N).

Satz 3.11  Sei (fx)ren eine £L'-Cauchy-Folge in St(u, E) so, dass

(k—o0

(fx) Q) pktw. p — f.ii.

Dann gilt:
Jim [} fifl = 0.

Da die Differenz zweier £!'-Cauchy-Folgen eine £!'-Cauchy-Folge ist, zeigt Satz 3.11
zusammen mit der Abschétzung aus Bemerkung 3.6 b), dass die folgende Definition
sinnvoll ist.

Definition 3.12 Eine Funktion f : X — FE heifit y—integrabel, falls eine £'-Cauchy—
Folge (fx) in St(u, F) existiert mit

(fo) == f  pktw. pf.i.

/fd,u::klim/fkdu
X

X

In diesem Fall heifit

13



das p—Integral von f. Wir schreiben:
LY, E) = {f; f: X — E ist u-integrabel}.
Bemerkung;:

a) St(u, E) C L*(u, E) und die neue Definition von [ fdp stimmt auf St(u, E) mit
X

der alten Definition iiberein.
b) Ist f € LY(u, ) und ist g : X — E eine Funktion mit
f=9 p-ti,

d.h. gibt es eine Nullmenge N € 9 mit f(z) = g(x) fir alle z € X \ N, so ist
g€ LY u, E) und [gdp = [ fdpu.
X X

Die wichtigsten Eigenschaften des Integrals auf St(u, E) iibertragen sich auf das neu
definierte Intgral auf £'(u, E).

Lemma 3.13

a) Die Menge L£'(u, E) ist ein K-Vektorraum (bzgl. punktweise definierter Addition
und skalarer Multiplikation), und die Abbildung

JREE fH!fw

ist K-linear.

b) Ist f € LY (u, E), soist || f|| € L' (u, R), und es gilt

I [ saul < [ 170w
X X

Wie iiber den Treppenfunktionen impliziert Lemma 3.13 die Monotonie des Maflintegrals
auf den reell-wertigen integrierbaren Funktionen.

Korollar 3.14 Seien f,g € L'(u,R) mit f < g pf.ii. (d.h. es gebe eine Nullmenge
N e M mit f(x) < g(z) fir alle x € X \ N). Dann ist

!fms/ym.

X
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Wegen Lemma 3.13 darf man annehmen, dass f = 0. Wihlt man eine £!'-Cauchy-Folge
(gk)ken zu g wie in der Definition des p—Integrals (3.12), so folgt, dass (|gk|)ren eine
L'-Cauchy-Folge in St(u, R) ist mit

k—o0

( ) ..
(lgrDken —" |g| = g pktw. p.i..

Dann ist
/gdu = lim /|gk!du > 0.
X X
Satz 3.15
a) Durch

Il £ E) — R, I flly ZZ/HfHdu
X

wird eine Halbnorm auf £!(u, E) definiert (vgl. Lemma 3.7).

b) Ist (fix)ren eine Cauchy-Folge in L£!(u, E) bzgl. dieser Halbnorm, d.h. gibt es fiir
jedes ¢ > 0 ein N € N mit ||f, — f,|l1 < e fir alle p,g > N, so existiert ein
f €LY (u, E) mit
kh_{go If = felli = 0.

Dieser Satz zeigt, dass L£'(u, E) bzgl. der Halbnorm || - ||; vollstéindig ist. Allerdings
hatten wir Vollstdndigkeit bisher nur fiir normierte Rdume definiert. Im folgenden werden
wir sehen, wie man £!(u, E) durch Herausfaktorisieren eines geeigneten Unterraumes zu
einem Banachraum machen kann.

Lemma 3.16 Sei f € L(p, F) eine Borel-messbare Funktion. Dann gilt fiir rede reelle
Zahl ¢ > 0 die Abschétzung

1
p{z € X5 If (@) = c}) < [l fll
Die Abschitzung aus Lemma 3.16 nennt man die Tschebyscheff-Ungleichung.
Korollar 3.17 Fiir f € LY(u, E) ist || f]]; = 0 genau dann, wenn f = 0 p—f.ii. ist.

Indem wir den Nullraum der Halbnorm || - ||; herausdividieren, kénnen wir £!(u, F) zu
einem Banachraum machen.

Satz 3.18 Die Menge
N ={f € L'(n, E); ||If]l. =0}

ist ein Untervektorraum von £!(u, E'). Der Quotientenvektorraum

L', B) = £, E)/N = {f + N; f € L' (u, E)}
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ist zusammen mit der Norm
1f + Nl = | fl

ein Banachraum.

Konvention: Seien f, f € L' (u, E) (k € N). Wir schreiben klim fr = f (oder (fx) LI 1),

falls klim | fx — flli = 0. Dies ist dquivalent zu der Konvergenz von

(fe + N)gew —= f+ N in L'(u, E).

Man beachte, dass f hierdurch nur p—f.i. eindeutig bestimmt ist.

84 Die Konvergenzsitze
Sei (X, 9, 1) ein Mafraum und E ein Banachraum iiber K (R oder C).

Frage: Unter welchen Bedingungen kann man punktweise Konvergenz und Integration
vertauschen?

Satz 4.1  Sei (f1)ken eine konvergente Folge in £!(p, E) mit Limes f € £!(u, E). Dann
existiert eine Teilfolge (gx) von (fx) mit
(i) (g) = f pktw. p—Lii.,
(i) fir alle ¢ > 0 gibt es ein Z. € M mit u(Z.) < € so, dass (gx|Z5) ko) flzes
gleichméBig konvergiert.

Man beachte, dass Satz 4.1 eine Verallgemeinerung des Satzes 3.9 auf den Vektorraum
L (p, ) aller u—integrablen Funktionen darstellt.

Korollar 4.2  Sei ( f3)ren eine Cauchy—Folge in £ (u, E) und f : X — E eine Funktion
so, dass (fx) (k2op) f pktw. p—f.ii. Dann ist f € £(u, E) und
i [ = =0
Zum Beweis benutze man, dass es nach Satz 3.15 b) ein g € L(u, E) gibt mit
(Ilg = fill) = 0.
k

Nach Satz 4.1 kénnen wir eine Teilfolge (f,, Jren von (fx)ren auswihlen mit (f,, ) — ¢
pktw. p—f.i. Dann ist f = g p—f.i., und die Bemerkung nach Definition 3.12 zeigt, dass
f e LY u, ) ist mit

(”f - fkul)keN = (Hg - fk”l)keN L 0.
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Satz 4.3  (Satz von der monotonen Konvergenz)
Sei (f1)ren eine Folge in £'(u, R) so, dass

(1) frx < fro fir alle k € N,
(ii) ([ fedp)ken beschrinkt ist.
X

Dann gibt es eine Funktion f € £'(u,R) mit f = klim fr in L', R). Insbesondere ist
lim [ fydp = [ fdp und
kﬂooX X

fz) = klim fr(x) pktw. p—f.i..

Weifl man in der Situation von Satz 4.3 zusétzlich zu den Bedingungen (i) und (ii), dass
lim fula) = g(a) p-Li
gilt fiir eine gegebene Funktion g : X — R, so zeigt der Satz insbesondere, dass
g € L'(u,R) ist und dass ]}1_{20 lg — filli = 0.
Korollar 4.4  Sei (f3)ren eine Folge in £(u, R) so, dass ein g € L(u, R) existiert mit
|fx] < g (punktweise) fiir alle k£ € N.
Dann sind sup Ik, 1521{1 fx € L' (11, R) (punktweise gebildet) und

/(Sup fe)dp > Sup/fkdﬂa /(inf fe)dp < inf/fkdﬂ-
keN keN keN keN
X X

X X

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz und dem gerade bewiesenen Korollar erhélt
man als zweiten wichtigen Konvergenzsatz den Satz von der majorisierten Konvergenz.

Satz 4.5 (Satz von der majorisierten Konvergenz)
Seien ( fi)ren €ine Folge in L'(u, E), g € L' (,R) und f : X — E eine beliebige Funktion.
Es gelte:
(i) (fu) = f pktw. p-Li.,
(ii) [|fx(2)|| < g(z) fiir alle z € X und alle k € N.
Dann ist f € £!(u, E) und klim fr=[fin LYy E).
Der letzte Satz zeigt, dass man Integration und punktweise Konvergenz vertauschen

kann, wenn man zusétzlich noch zeigen kann, dass die betrachtete Folge (f;) der Norm

nach majorisiert wird durch eine geeignete reell-wertige integrable Funktion (Bedingung
(ii) in Satz 4.5).
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Korollar 4.6 Sei f: X — E eine y—messbare Funktion.
a) Ist || f|| < g (punktweise) fiir ein g € L' (i, R), so ist f € L' (u, E).
b) Esist f € L}(u, E) genau dann, wenn || f|| € £ (u, R).

Das Korollar 4.6 beinhaltet ein niitzliches Kriterium, um die Integrabilitit konkreter
Funktionen zu zeigen.

Korollar 4.7 Sei f: X — K" eine beschriankte Borel-messbare Funktion mit
p({z € X; f(z) # 0}) < oo.
Dann ist f € £'(u, K™).
Nach Satz 2.12 ist f in der Situation von Korollar 4.7 y—messbar. Setzt man
A={r e X; f(x) # 0},
so folgt die Integrabilitdt mit Korollar 4.6 aus der Beobachtung, dass

£ < 1 lloo.x 524 € L (1, R).

Korollar 4.8 Seien (X, d) ein metrischer Raum, 4 ein positives Mafl auf B(X) und £
ein Banachraum. Sei f : X — F stetig so, dass eine kompakte Menge K C X existiert
mit f|X \ K =0 und p(K) < oo. Dann ist f € L(u, E).

85 Das Lebesguemaf}

Fiir ein endliches Intervall ¢ # I C R bezeichne
L(I) = sup(l) —inf(I) € [0, 00)

die Lange von I. Ein Quader im R" ist eine Menge der Form

—
k=1

mit nicht-leeren endlichen Intervallen Iy, ..., I, C R. Wir nennen V(R) = [] L(Ix) das
k=1
Volumen von R. Ist L(I;) = L(Iy) = ... = L(l,), so nennen wir R einen Wiirfel.

n
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Wir suchen ein positives Maf§ A auf (R”, B(R"™)) mit

fiir jeden Quader R C R™. Ist A ein solches Mafl und ist

AC LJ.Rk

keN

mit A € B(R") und Quadern R, C R" (k € N), so gilt (Satz 2.4 b))

MA) <D NRy) =) V(Ry).

keN keN

Definition 5.1 Sei X # & eine beliebige Menge. Eine Abbildung p : R(X) — [0, o]
heiflt dulleres Mafl auf X, falls

(i) u(e) =0,

(ii) fiir A C Bist u(A) < u(B),
(iii) fiir jede Folge (Ag)r>1 in P(X) gilt u(UJ Ar) < > u(Ag).

k>1 k>1

Wir werden zeigen, dass A* : P(R™) — [0, oo],

A(A) = inf{z V(Ry); (Ry)r>1 ist eine Folge offener Quader mit A C U Ry}
k=1

k=1

ein aufleres Mafl definiert. Fiir A C R" sei

Ca = {(Ri)r>1; (Rk)r>1 ist eine Folge offener Quader in R™ mit A C U Ry}

k=1

Lemma 5.2 Die Abbildung \* ist ein dufleres Maf.

Auf den Quadern im R™ hat \* die gewiinschten Werte.

Lemma 5.3 Fir jeden Quader R C R™ ist A*(R) = V(R).

Jedes duflere Maf} induziert in kanonischer Weise ein Maf auf einer geeigneten o—Algebra.

Satz 5.4 Sei p: P(X) — [0, 00] ein duBeres Mafl auf einer Menge X. Dann ist
M={BCX; u(A) =u(ANB)+ pu(AN B°) fiir alle A C X}
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eine o—Algebra auf X, und p|9 ist ein Maf.

Wendet man Satz 5.4 an auf das duBlere Maf§ A* : P(R™) — [0, 00|, so erhélt man das
Lebesgue-MaSf.

Korollar 5.5 Die Menge
M={BCR" \(A) =N(ANB)+ X (AN B°) fiir alle A C X}

ist eine o—Algebra auf R” und \*|90t ist ein Maf.

Die Elemente von 9 nennt man die Lebesgue-messbaren Teilmengen von R". Das zu
Beginn dieses Paragraphen gestellte Problem wird gelést durch den néchsten Satz.

Satz 5.6 Fiir das in Korollar 5.5 definierte Mengensystem gilt
B(R") C M.
Bemerkung: Ist B C R" eine Menge mit A*(B) = 0, so folgt fiir alle A C R™
A(A) > N(ANB°) = X (ANB) + X" (AN B°).
Also enthélt 9t alle Mengen B C R™ mit A*(B) = 0.
Definition 5.7 Wir nennen das positive Maf3
A= X|B(R") : B(R") — [0, <]

das Lebesgue-Maf auf R™ (Henri Lebesgue, 1875-1941).

Lemma 5.8 Sei A € B(R") eine beliebige Borelmenge. Dann gilt:
a) AM(A) =inf{\(U); U C R" ist offen mit U D A},
b) A(A) = sup{\(K); K C R" ist kompakt mit K C A}.

Bemerkung: Ist p : B(R") — [0, 00| ein positives Maf so, dass
w(U) =ANU) (U C R" offen)
gilt, dann ist notwendigerweise y = A. Zunéchst folgt fiir jedes A € B(R")
p(A) <inf{u(U); U D Aoffen} = inf{\(U); U D A offen} = A(A).

Ist A € B(R") beschriankt, so wihle man eine beschrinkte offene Menge V' O A und
beachte, dass
u(A) = u(V) — p(V \ A) = A(V) = A(V'\ A) = A(A).

20



Fiir eine beliebige Borelmenge A € B(R™) schliefllich folgt

u(A) = Tim (AN B(0)) = lim A(AN B(0)) = A(A).

k—oo k—o0

Aufgabe: Sei (X, 0, 1) ein Mafiraum und sei A € M. Wir bezeichnen mit v die Ein-
schrankung von g auf die Spur-c—Algebra 9t|A (vgl. Definition 1.18 und Bemerkung
1.19). Seien f € L'(u, E) und g : A — E Funktionen mit Werten in einem Banachraum
E. Man zeige:

a) faa € LY, E),
b) flA € LY (v, E) und [(f|A)dv = [ fradp,
A X

c) g € LY (v, E) genau dann, wenn die triviale Fortsetzung g : X — E,

o= {9 1 724

zu L' (p, E) gehort. In diesem Fall ist [ gdv = [ gdpu.
A b

Definition 5.9
a) Fiir A € B(R") definieren wir A|A := \|(B(R")|A), und
LMA) = L'(\A,C), LYA):=L'()\A,C).
Ist E ein Banachraum, so definieren wir entsprechend
LYAE):=L'(\AE), LYAE):=L'(\AE).

Fiir f € L'(A, E) schreiben wir [ fdX := [ fd()\|A).
A A

b) Fiir U C R" offen seien
CU) :={f; [:U — C stetig},
C.(U) :={f € C(U); es gibt eine kompakte Menge K C U mit f|U \ K = 0}.

Man beachte, dass fiir f € C,(U) die triviale Fortsetzung f:R* = C, f(z):= f(z) fiir
x € U und f(x) :=0 fir x € U, eine stetige Funktion auf R™ definiert.

Lemma 5.10 Seien K C R" kompakt, U C R" offen mit K C U. Dann gilt:

a) Es gibt eine offene Menge V' C R™ mit kompaktem Abschluss V so, dass K C V C
vV CcUuU.

b) Es gibt eine Funktion f € C.(U) mit flK =1und 0 < f < 1.
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ber den offenen Teilmengen U C R" lisst sich jede Funktion f € LY(U) beliebig gut
durch Funktionen in C.(U) approximieren beziiglich der £'~Halbnorm.

Satz 5.11  Fiir jede offene Menge U C R" ist C.(U) C £'(U) dicht (d.h. definitions-
gemiB, dass fiir jede Funktion f € L£Y(U) und jedes ¢ > 0 eine Funktion g € C.(U)
existiert mit || f — g[[1 < €).

Als néchstes wollen wir fiir stetige Funktionen auf kompakten Quadern das Lebesgue—
Integral mit dem iterierten Riemann-Integral vergleichen.

Sei R = H [a,, b,] ein kompakter Quader im R™. Unter einer Teilung von R versteht man
ein n— Tupel T = (Ty,...,T,) aus Teilungen T, von |a,,b,]. Sei
T,/ = (t,/ﬂ')()gigry (l/ = 1, . ,n).

Wir definieren fiir die vorgegebene Teilung 7" von R die Spurweite von 7" durch

e

Wir benutzen die Abkiirzungen

I:: I(T) = H{]_,...,TV},
v=1
T := {H[uzy 1, V’LV:I;Z.:<Z'17"'7?;TL)E[}7
v=1
R(i,T) := I [tvi,—1, tva,] (2 €1).
v=1

Ist f: R — C stetig, so ist nach einem Ergebnis aus der Analysis I die Funktion

n—1 bn,
H[am bu] - (C, (mla s 7In—1) = /f(xla s 7xn—17In)dl‘n
v=1

an

stetig. Aus demselben Grunde ist

n—2 bn—1
H[ay,b | —=C, (21,...,2n2)— / /f Tiyeoy Ty l,xn)dxn>dxn 1
v=1

QAnp—1

stetig. Nach n-Schritten erhélt man das iterierte Riemann-Integral von f

/ /f:)sl,..., Yz, .. da:l:—// /fxl,..., da:n)...dmg dy.

Satz 5.12 Sei R = [][ay,b,] C R" ein kompakter Quader und sei f : R — C stetig.
v=1
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by bn

a) Esist [ fd\= [... [ f(z1,...,z0)de, ... d2y.
R at

an

b) Fiir jede Permutation 7 € §,, ist

br(1) br(n)
/fd/\:/ ...(/f(xl,...,xn)dxw(n)>... A1),
R Gr(1) G (n)

c) Ist (Tk)k>1 eine Folge von Teilungen von R mit ]}LIEO w(Ty) = 0 und ist fiir jedes
k > 1 und jedes ) € 7}, ein Punkt

g € Q
gewdhlt, so ist

[rir=lin 3 f6oV@).

R QET,

86 Der Satz von Fubini

Das iterierte Riemann—Integral stetiger Funktionen auf kompakten Quadern ist un-
abhéngig von der Integrationsreihenfolge.

Frage: Kann man auch das Lebesgue—Integral von Funktionen f € £'(R") durch iteriertes
Integrieren nach den einzelnen Variablen ausrechnen?

Wir fixieren n € N, n > 2, und k € {1,...,n — 1} und schreiben
R™ = R x R"™* = {(/,2"); 2’ € RF und 2" € R"*}.
Wir bezeichnen mit X', \” und A die Lebesgue-Mafie auf R*¥, R"~* und R".
Lemma 6.1 Fiir A € B(R") und = € R*, y € R** sind
A, = {2" e Rk (x,2") € A} € B(R" %),
AV = {2’ e R¥; (2/,y) € A} € B(R").

Lemma 6.2 Fiir N € B(R") mit A(N) = 0 gibt es eine Menge N’ € B(R*) mit
N(N) = 0 derart, dass fiir alle 2’ € R\ N’ gilt

N'(N,) = 0.
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Als einfaches Hilfsmittel benotigen wir das folgende Resultat.
Lemma 6.3 Jede Funktion f € C.(R") ist gleichméfig stetig.
Als Vorstufe des gewiinschten Ergebnisses zeigen wir zunéchst einen Spezialfall.

Satz 6.4 Ist h € C.(R"), so ist die Funktion
H:RF — LYR"F) = YR ¥)/N, H(z')=h(,)+N
stetig und verschwindet aulerhalb einer kompakten Menge. Insbesondere gilt:
a) H € LYRF, LY(R™F));
b) H:RF — C; 2’ — [ h(2/,-)d\" liegt in C,(R¥);

Rn—k

¢) [hd\= [ ( I h(m’,x”)dX’(x”))dX(x’).

R" Rk Rn—k
Indem man die Dichtheit von C.(R") in £!'(R") (Satz 5.11) ausnutzt, erhilt man eine
allgemeinere Version des gesuchten Satzes.
Satz 6.5 (Satz von Fubini) Zu f € L}(R") gibt es eine N'~Nullmenge Z € B(R*) mit
f@,) e LR (o eRF\ 2)
so, dass G : R¥ — C,
Jf@)dNt s 2t g Z
G(z') = { rr—*
0 e’z
eine Funktion G € £!(R*) definiert mit
/ fdxr = / G')dN.
R" RF
Bemerkung 6.6
a) In Satz 6.5 kann man fiir Z jede N'-Nullmenge in B(R¥) wiihlen mit
f@,) e LHR™F) (2 e RF\ 2).
Man kann die Funktion G auch ersetzen durch G : R¥ — C,
~ { f f(xlv ')d)‘// ) falls f(‘r/v ) S El(Rnik)

G(z') =< ro-r
0 , sonst.

Alle so resultierenden Funktionen G, G, ... sind N—f.ii. gleich (siehe die Bemerkung
im Anschluss an Definition 3.12).
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b) Indem man die Rollen von z’ und z” iiberall vertauscht, erhélt man eine Version
des Satzes von Fubini mit umgekehrter Integrationsreiehenfolge.

Schreibweise 6.7 Die Formel in Satz 6.5 schreibt man iiblicherweise als
/ fd\ = / ( / f(, x”)dX’(x”))dX(x’)
R” Rk Rn—k

mit der Konvention, dass das innere Integral als Null zu lesen ist fiir alle 2’ € R* mit

f@,-) & LYR"F).

Durch triviales Fortsetzen aller Funktionen erhalt man eine Version des Satzes von Fubini
mit allgemeineren Integrationsbereichen.

Korollar 6.8 Seien A € B(R*) und B € B(R"*). Dann ist A x B € B(R") und fiir
f € LA x B) gilt (mit der obigen Konvention)

/ Fdx = / / f(:zc’,x”)dX’(x”))dX(x’).

AxB

Beispiel 6.9 Seien A € B(R"™') und B € B(R) (dh. k =n—1). Seig: A - R
Borel-messbar und f € £L'(A x B). Dann ist

C={ z,) € Ax B; z, < g(2")} € B(R")

/fd)\:/( / f(x’,xn)d)\”(a:n))d)\’(x’).
o A (@)

BN(—o0,g(x’

und

Als Anwendung berechnen wir einige konkrete Volumina.

Beispiel 6.10
a) Seien K’ C R¥, K” C R"* kompakt. Dann ist A\(K' x K”) = N (K")\'(K").
b) (Cavalierisches Prinzip) Ist K C R"! x R kompakt, so ist fiir jedes ¢ € R die Menge
= {2’ e R"!; (2/,t) € K} C R"! kompakt und

AK) = / N(KDAN'(L).

R

Wir zeigen spéter (Korollar 7.11), dass fiir alle Borel-Mengen A € B(R") und alle ¢ > 0
gilt
AcA) = "MNA)  (:= oo fiir A(A) = o0).

Mit dieser Formel konnen wir weitere Beispiele behandeln.
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c) Sei B C R™! kompakt und i > 0. Dann heifit die kompakte Menge
K=Cu(B)={((1—XNz, Ah); x€¢ Bund 0 < A < 1}

ein Kegel mit Basis B und Hohe h. Es ist K' = @ fiir t < 0 oder ¢ > h und

t
Kt:(l—%)B fir 0<t<h.

Mit dem Cavalierischen Prinzip und der Teil ¢) vorausgehenden Bemerkung folgt

MK):}%Aﬂl—ﬁBMXﬁ):Xﬂﬂgﬂ—%Wlﬁ
= N(B)EL- s = N (B).

Benutzt wurde die Gleichheit von Lebesgue— und Riemann-Integral fiir stetige Funk-
tionen auf kompakten Intervallen (Satz 5.12).

d) (Volumen der n—dimensionalen Einheitskugel) Fiir n € N* und r > 0 sei
K,(r)={zeR" |z|| <r} <R"

die abgeschlossene euklidische Kugel um 0 mit Radius r. Wegen A(K,(r)) =
" A(K, (1)) geniigt es, das Volumen 7, = A(K,(1)) der abgeschlossenen Einheits-
kugel zu berechnen. Dies geschieht induktiv unter Benutzung des Cavalierischen
Prinzips. Es ist flirn > 2 und t € R

K,(1)'= K, (V1 —)fir [t| <1, K,(1)'= o fir |t| > 1.
Aus Teil b) folgt
MEKL,(1) = [ N(EKno1(V1—12))dA(t)
[_17+1]—i_1 n—1 1 n—1
=Tp [(1—=t}) 2 dt =27, [(1—¢*) 2 dt =
-1 0
w/2

= 27,1 [ sin"(t)dt.
0

Setzt man
w/2

sz/aw@ﬁ (neN),

so folgt mit partieller Integration die Rekursionsformel (Forster I, S.147)

]n:n—l

]n—Q (n Z 2)
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Wegen Iy = 5 und [, = 1 ist

Ly = Zlos. 1z (n>0),
Iy = 2221 i3l (n20)
Damit erhalt man .
T
R — — >0
+1 Zr1a 20
und schliellich
it Lnss = Ao liol 2n (n>1)
n = n n = nin n == n n = .
Tn+2 Tn+1dn42 Tnin+2in41 n+2T

Hieraus ergibt sich durch Unterscheiden des geraden und ungeraden Falles

" 2n+1ﬂ.n
Ton = 7 (n>1), Tony1 =

3 @nip Y

Insbesondere ist A(K3(r)) = 7% und M(K3(r)) = 3mr®.

e) (Rotationskorper) Sei f : [a,b] — Ry (a,b € R mit a < b) eine stetige Funktion.
Dann ist K := {(z,y,2) € [a,b] x R?; y* + 2% < f(x)*} kompakt und man erhélt
durch Anwendung von Fubini wie im Cavalierischen Prinzip

b

MEK) = / F(x)2dz.

a

487 Die Transformationsformel

Fiir jedes k € N definieren wir

Ty v+l . n
Cr = {H[Q_k, “or)i (oo dn) €27}

Dann 148t sich der Raum R"™ schreiben als die disjunkte Vereinigung
R" = U(Q; Q € Cy).

Wir setzen C := |J Cg.

keN
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Lemma 7.1 Jede offene Menge U C R™ ldsst sich schreiben als disjunkte Vereinigung
abzahlbar vieler Wiirfel Q € C mit Q C U.

Als Folgerung hieraus und der Bemerkung im Anschluss an Lemma 5.8 erhélt man sofort,
dass das Lebesgue-Maf} auf B(R") das einzige Mafl auf B(R™) ist, das jedem Wiirfel im
R™ sein Volumen zuordnet.

Korollar 7.2  Sei \* das in §5 konstruierte duflere Mafl auf dem R™ und sei A C R”
eine beliebige Menge. Dann ist \*(A) = 0 genau dann, wenn fiir jedes € > 0 eine Folge

kompakter Wiirfel Q C R™ (k > 1) existiert mit A C |J Qx und
k>1

> V(Qk) <e.

oo
k=1

Definition 7.3  Eine Teilmenge A C R" heifit Lebesgue-Nullmenge, falls A*(A) = 0.

Indem man benutzt, dass C''-Funktionen lokal Lipschitz sind, erhiilt man den folgenden
wichtigen Satz iiber Lebesgue-Nullmengen.

Satz 7.4 Sei U C R” eine offene Menge und f : U — R”" eine stetig partiell
differenzierbare Funktion. Ist A C U eine Lebesgue-Nullmenge, so ist f(A) C R"™ eine
Lebesgue-Nullmenge.

Wir wollen eine Substitutionsregel fiir Lebesgue-Integrale beweisen, die im wesentlichen
die entsprechende Formel fiir das 1-dimensionale Riemann-Integral verallgemeinert. Ein
wichtiger Spezialfall ist im néchsten Ergebnis enthalten.

Satz 7.5 Sei T': R™ — R" linear und bijektiv. Dann gilt fir alle B € B(R")
AMTB) = |det T|\(B).

Bevor wir allgemeinere Versionen der mehrdimensionalen Substitutionsregel beweisen
konnen, benotigen wir ein technisches Lemma, das eng mit dem Prinzip der lokalen
C*-Invertierbarkeit aus der Analysis II zusammenhingt.

Fiir r > 0 und a € R™ sei (mit 2] = max |zi])
i=1,..., n

Uda) ={z €R" ||z —all <7} und U,(a):={r €R"; ||z —alle <7}

Lemma 7.6 Seien U C R" offen, a € U und r > 0 mit U,(a) C U. Ist f € C*(U,R")
eine Funktion mit J;(a) = E,, (Einheitsmatrix) und ist 0 < s < 1 mit

|J;(2) — E,|| < s/v/n fiiv x € U,(a),
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so gibt es fiir jeden Vektor y € Ug_g)(f(a)) genau ein x € U, (a) mit f(z) =y

Definition 7.7 Seien U,V C R" offene Mengen und sei k € N* U {oo}. Eine bijektive
Abbildung f : U — V heifit C*—invertierbar (oder C*-Diffeomorphismus), falls die
Funktion f und ihre Umkehrfunktion f~! beide C*-Funktionen sind.

Satz 7.8 Seien U C R" offen, f : U — R" C'-invertierbar und sei R C U ein kompakter
Wiirfel. Dann gilt

AF(R) = [ [det Jp(a)dA ().
R
Aus diesem Satz folgt zunéichst die stetige Version der gesuchten Transformationsformel.

Korollar 7.9  Sei f : U — V eine C''-invertierbare Abbildung zwischen offenen Mengen
U,V C R™. Fiir jede Funktion g € C.(V) gilt

/gd/\:/gof|detJf|d)\.

%4 U

Indem man ausnutzt, dass C.(V) dicht ist in £'(V), erhélt man die endgiiltige Version
der Transformationsformel.

Satz 7.10 (Transformationsformel) Sei f : U — V eine C''-invertierbare Abbildung
zwischen offenen Mengen U,V C R™ und sei g : V' — C eine Funktion. Dann ist g € £}(V)
genau dann, wenn g o f|det J¢| € £1(U) ist. In diesem Fall gilt:

/gdA: /gof|det Js|dA.

\%4 U

Wir benutzen zunéchst die Transformationsformel, um die in Beispiel 6.10 gelassene
Liicke zu schlielen.

Korollar 7.11  Fiir A € B(R"), r € R\ {0} und 2, € R" ist
AMrA+ zo) = |r["A(A),
wobel ¢ - 0o := oo sel fiir ¢ > 0.

Eine niitzliche Anwendung der Transformationsformel ist die Formel zur Substitution
durch Polarkoordinaten.

Korollar 7.12 (Ebene Polarkoordinaten) Es sei p: Ry x [0,27] — R? definiert durch
p(r, o) = (rcosg, rsinp).
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Eine Funktion f : R? — C liegt in £!(R?) genau dann, wenn die Funktion
h:Ry x[0,2n] = C, (r,¢)— f(rcosy, rsinp)r

zu LY(R, x [0,27]) gehort. In diesem Fall ist

/fdA - / hd) = / (/h(r, go)dA(r))d)\(go).

R? Ry x [0,27] 027 Ry
Korollar 7.13 (Raumliche Polarkoordinaten)  Sei p: R, X [0, 7] x [0, 27] — R3,

p(r,9, ) = (rsind cos ¢, rsindsin @, rcos ).
Eine Funktion f : R?* — C liegt in £!(R?) genau dann, wenn die Funktion
h:Ry x[0,7] x [0,27] — C, (r,9,¢) — f(p(r,9,p))r*sind

zu LY (R, x [0, 7] x [0,27]) gehort. In diesem Fall ist

/fdA: / hd) = / /(/h(r,v,@dA(r))dA(ﬁ) ().

Ry x[0,7] x[0,27] [0,27] 0,7r] Ry

2 Integralsitze

88 Mannigfaltigkeiten im R”

Seien n € N*, k € N* U {oo} und p € {0,...,n}. Wie bisher sei R" versehen mit der
euklidischen Metrik d(z,y) = (3 |z; — vi?)"/2. Auf jeder Teilmenge M C R™ betrachten
i=1

wir die induzierte Metrik
dM:MxM—R, (dM)(z,y)=dzy).

Eine Teilmenge U C M ist offen als Teilmenge des metrischen Raumes (M, d|M) genau
dann, wenn es eine offene Menge V' C R" gibt mit U =V N M.

Definition 8.1
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a) Seien (X, d) und (X', d’) metrische Rdume. Eine bijektive Abbildung ¢ : X — X’
heit Homdomorphismus, falls ¢ und ¢! beide stetig sind.

b) Ist T': R™ — R™ linear, so nennen wir
rg(7T) = dim T'(R")
den Rang von 7'
Satz 8.2 Seien M C R" und a = (ay,...,a,) € M. Fir 0 < p < n sind dquivalent:

(i) Es gibt einen C*-Diffeomorphismus f : V — W zwischen offenen Umgebungen
V CR” von @ und W C R" von 0 € R" mit f(a) =0 und

fMAV)={yeW; ypy1 = ... =y, = 0}.

(ii) Nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten des R™ gibt es eine offene Um-
gebung W C RP von (ay,...,a,), eine offene Umgebung V' C R" von a und eine
Funktion ¢ € C*(W,R""?) so, dass p(ay,...,a,) = (aps1, .. .,a,) und

MOV ={(z,p(x)); x € W}

(iii) Es gibt offene Umgebungen 2 C R? von 0 € R?, V' C R" von a und einen Homdomor-
phismus g : @ — M NV (versechen mit der Metrik d|M NV') so, dass g : @ — R
eine C*~Funktion ist mit g(0) = a und rg(g'(0)) = p.

In (ii) ist gemeint, dass eine Permutation 7 € S,, existiert so, dass mit
®:R" = R" ()i — (#r))iz

alle Aussagen von (i) richtig werden fiir M = ®(M) statt M und & = ®(a) € M statt
ac M.

Bemerkung 8.3

a) Fiir p = 0 macht die Bedingung (i) aus Satz 8.2 Sinn und ist dquivalent zur Existenz
einer offenen Umgebung V von a mit VN M = {a}. In diesem Fall nennt man a
einen isolierten Punkt von M. Fiir p = n machen die Bedingungen (i) und (iii) aus
Satz 8.2 Sinn und sind beide dquivalent zur Existenz einer offenen Umgebung V'
von a mit V' C M (d.h. diese Bedingungen gelten im Fall p = n genau dann, wenn
a innerer Punkt von M ist).

b) Seig:Q — MNV eine Abbildung wie in Teil (iii) von Satz 8.2 und sei U C R? x R"
eine offene Umgebung von (0,a). Indem man ausnutzt, dass ¢ stetig und offen ist,
kann man offene Umgebungen €y C 2 von 0 € R?” und V; C V von a wéhlen
mit g(Q) = M NV, und Qo x Vo C U. Anders ausgedriickt, durch ”Verkleinern”
kann man in Bedingung (iii) immer erreichen, dass {2 x V' in einer beliebig kleinen
vorgegebenen Umgebung U C R? x R™ von (0, a) liegt.
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c) Sei wieder g : Q@ — M NV eine Abbildung wie in Bedingung (ii) aus Satz 8.2. Dann
gibt es Indizes 1 <i4; < ... <1, < n so, dass

(20

Oz, ) 1<p,v<p

€ GL(p,R)

ist. Da GL(p,R) C M(p x p,R) eine offene Teilmenge ist (Analysis II) und da g
mindestens C! ist, gibt es eine offene Umgebung €y C 2 von 0 € R? mit

(2

Oz, ) 1<pv<p

S GL(p, R) ($ € Qo)
Durch Verkleinern von {2 kann man also immer erreichen, dass zusétzlich gilt
rg(g'(x)) =p (z€Q)

Definition 8.4

a) Eine Teilmenge ¢ # M C R"™ heifit p-dimensionale Untermannigfaltigkeit der
Klasse C*, falls fiir alle a € M die Bedingung (i) aus Satz 8.2 erfiillt ist.

b) Sei M C R™ eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C* mit p > 1.
Ein Hom6omorphismus ¢ : 2 — V zwischen einer offenen Menge €2 C R? und einer
offenen Teilmenge V' C M (beziiglich d|M), fiir den g :  — R" eine C*~Funktion
1st mit

rg(g'(z)) = p
fiir alle x € Q heifit Parametrisierung (oder Karte) von M. (Symbolisch schreiben
wir hierfiir oft g : Q — V C M).

Satz 8.5 Sei M C R und a € M ein beliebiger Punkt. Fiir 0 < p < n ist die Bedingung
(i) aus Satz 8.2 dquivalent zu der Bedingung:

(iv) Es gibt eine offene Umgebung U von a und eine Funktion h € C*(U, R""P) mit
MNU={xe€U; h(z) =0} undrgh’(a)=n—p.

(Durch Verkleinern von U kann man immer erreichen, dass sogar rgh/(z) =n —p
fir alle z € U gilt).

Folgerung 8.6 Die (n — 1)-dimensionalen C*~Untermannigfaltigkeiten des R™ (auch
Ck-Hyperflichen genannt) sind genau die Teilmengen M C R”, die lokal Nullstellenmenge

einer R-wertigen C*-Funktion mit nicht verschwindendem Gradienten sind. Ein Beispiel
ist

St ={z eR" ||lz|| =1} ((n — 1)-Sphire).
Mit U=R*"und h: U = R, h(z) =23+ ...+ 22 — 1 ist

St ={x € U; h(z) =0} und grad h(z) = 2z # 0 fiir alle z € S"*.
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Lemma 8.7 (Kartenwechsel) Sei M C R™ eine p-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit mit p > 1 und seien

gy —V,CM (j=1,2)

Karten von M mit V' =V, NV, # &. Dann sind die Mengen W; = gj_l(V) offen in R fiir
j=1,2und 7 = g; ' o g : W, — Wy ist ein C*-Diffeomorphismus.

Definition 8.8 Sei M C R” eine p-dimensionale C*~Untermannigfaltigkeit (p > 1)
und seien
9% —V;cM (j=12)

zwei Karten mit V = V; NV, # @. Dann heifit der C*-Diffeomorphismus

T=7(g1,02) s 9 (V) = 9" (V), 2 g5 (0a(2))

der zugehorige Kartenwechsel (oder Parameterwechsel).

Sei im folgenden M C R™ eine p-dimensionale C*Untermannigfaltigkeit mit 1 < p < n.
Wir wollen versuchen, Funktionen f : M — C zu integrieren, indem wir sie lokal mit Hilfe
von Karten g : Q@ — V C M zuriickziehen und dann die so resultierenden Funktionen
iiber dem Parameterbereich (2 integrieren. Wie sich die entstehenden Integrale bei einem
Kartenwechsel éndern, beschreibt die Transformationsformel (Satz 7.10).

Definition 8.9 Sei g : @ — V C M eine Karte von M. Unter der Gramschen
Determinante (oder dem MafBtensor) von g versteht man die Abbildung

G:Q—R, G(z)=det(J,(x)"J,(x)).

Man beachte, dass G € CF1(€). Als nichstes wollen wir kliren, welche Beziehung
besteht zwischen den Mafitensoren verschiedener Karten.

Lemma 8.10 Seien g; : Q; — V; C M (j = 1,2) Karten von M mit V =V,NV, # &
und sei 7 : Wy — Wa, 7(z) = g5 (g1 () (W; = gj_l(V)) der zugehorige Kartenwechsel.
Dann gilt fiir die Mafitensoren G; und G5 von g1, g die Beziehung

Gi(z) = Gy(r(x)) (det J-(2))* (z € Wy).

Fiir die Berechnung von Maftensoren ist die folgende Formel aus der Linearen Algebra
niitzlich.

Lemma 8.11 Sei 1 < p < n und seien A, B € M (n x p, K) Matrizen iiber einem
beliebigen Koérper K. Fiir i1,...,4, € {1,...,n} sei

Ay iy = (aiu,u)lgu,ugp € M(p xp, K)
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und entsprechend sei B;, . ;, definiert. Dann ist

det(A'B) = > det(A;,.;,) det(B;, ).

1<i1 <...<ip<n
Korollar 8.12 Ist g:Q —= V C M eine Karte von M und G : Q — R ihr Mafitensor,

so gilt ,
Gay= > [det (%(@)KWJ >0

1<ii<..<ip<n

fiir alle x € Q2.
89 Integration iiber Mannigfaltigkeiten M C R”

Sei M C R" eine p-dimensionale C*~Untermannigfaltigkeit (1 < p < n). Der metrische
Raum (M, d|M) sei mit seiner Borelschen o—Algebra (Beispiel 1.6) B(M) versehen. Ist

g:Q-—=—VcCcM
eine Karte, so ist g : Q@ — M messbar beziiglich B(R?)|Q2 und B(M).

Lemma 9.1 Ist f: M — C eine Funktion und sind g; : Q; — V; C M (j = 1,2)
Karten von M (mit zugehérigen Mafitensoren G;) derart, dass f|M\V; = 0ist fiir j = 1, 2,
so ist fog1vVGy € L1(Q) genau dann, wenn f o goy/Gy € L1(£2,) ist. In diesem Fall gilt:

/fogn/GldA _ /fogm/azm.
Ql QQ

Zum Beweis wendet man die Transformationsformel auf den zugehorigen Kartenwechsel
an und benutzt das in Lemma 8.10 formulierte Ergebnis {iber das Verhalten der Mafiten-
soren beim Kartenwechsel.

Definition 9.2 Ist f : M — C eine Funktion so, dass eine Karte g : @ — V C M
existiert mit f|M \ V =0, so nennt man f integrierbar tiber M, falls

fogVG e £YQ).

In diesem Fall definiert man das Integral von f iiber M durch

A[de:Q/fog\/ad)\.

Die Unabhéngigkeit dieser Definition von der Wahl der Karte g wurde in Lemma 9.1
gezeigt. Um Funktionen integrieren zu konnen, die nicht auf dem Bildbereich einer ein-
zigen Karte konzentriert sind, benutzen wir den Begriff der messbaren Zerlegung der Eins.
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Definition 9.3 Sei f : M — C eine Funktion und seien U; C M (j = 1,...,r) offen
mit

{veM; @) £0}c U

Eine messbare Zerlegung der Eins beziiglich (U;)’_, und f ist eine Folge (;)j_, messbarer
Funktionen a; : M — R mit

i) 0<o; <1 (j=1,...,7),

(i) ;| M\U; =0 (j=1,...,7),
(iif) zl oy (x) = 1 fiir & € M mit f(z) # 0.
J=
Bemerkung 9.4 In der Situation von Definition 9.3 bilden die Funktionen
o = s, mit W; =U; N (UL U...UU;-)° (j=1,...,7)
eine messbare Zerlegung der Eins beziiglich (Uj)’_; und f.

Lemma 9.5 Sei f: M — C eine Funktion, seien

9;: —V,;CM (j=1....1),
ngk—>VkCM (kzl,...,é’)

Karten von M mit
e f@ 20y e (Uv)n(UW)
j=1 k=1

und seien (a;)i_;, (B1);=, messbare Zerlegungen der Eins beziiglich (V})’_, bzw. Vi),

und f. Dann sind alle Funktionen o;f (j = 1,...,r) integrierbar itber M genau dann,
wenn alle Funktionen G f (j = 1,...,7) integrierbar iiber M sind. In diesem Fall ist
Z/ajde:Z/ﬁkde.
=13 k=17,

Definition 9.6 Eine Funktion f : M — C, fiir die endlich viele Karten g, : ; —
ViC M (j=1,...,r) existieren mit

{z € M; f(x)#()}cuvj,
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heifit integrierbar iiber M, falls eine messbare Zerlegung der Eins (a;)7_, beziiglich (V})’_,

und f existiert so, dass alle a; f (j = 1,...,r) integrierbar iiber M im Sinne von Definition
9.2 sind. In diesem Fall definieren wir das Integral von f iiber M durch

]\Zde—jzlﬂlajde.

Die Wohldefiniertheit und die Konsistenz dieser Definition mit Definition 9.2 folgt aus
Lemma 9.5. Ist f : M — C integrierbar iiber M, so zeigen die Bemerkung 9.4 und
Lemma 9.5 insbesondere, dass f o gv/G € £'(Q) ist fiir jede Karte g : Q@ — V C M.

Frage: Wie grof} ist die Menge der iiber M integrierbaren Funktionen?

Wir zeigen, dass sie die Menge
Co(M) ={f; f: M — Cist stetig und es gibt K C M kompakt mit f|M \ K = 0}
enthélt.

Bemerkung. Eine Menge K C M ist kompakt im metrischen Raum (M,d|M) genau
dann, wenn sie kompakt in R” ist.

Satz 9.7 Ist f : M — C eine beschrinkte, Borel-messbare Funktion so, dass
fIM \ K = 0 ist auBlerhalb einer kompakten Menge K C M, so ist f iiber M integrierbar.
Insbesondere ist jede Funktion f € C.(M) integrierbar iiber M.

Definition 9.8 Ist A C M eine Menge, fiir die s4 : M — C integrierbar iiber M ist,
so nennt man

Vol,(A) = /%AdS
M
das p—dimensionale Volumen von A.

Bemerkung. Nach Satz 9.7 hat jede Menge A € B(M), die in einem Kompaktum K C M
enthalten ist, ein Volumen in diesem Sinne.

Eine Menge A € B(M) nennt man Nullmenge, falls A(g7'(A)) = 0 ist fiir jede Karte
g:Q "V CMvon M.

Lemma 9.9 Es gebe endlich viele Karten, deren Bilder M iiberdecken. Es seien
g;:Q; —V; C M (1 <j<r)Karten mit V;NV,; = & fiir i # j so, dass M\ |J V; ¢ M

Jj=1

36



eine Nullmenge ist. Eine Funktion f : M — C ist integrierbar iiber M genau dann, wenn
fogi\/G; € LNQ) fiir j =1,...,r ist. In diesem Falle ist

Zfdszglfogj@w

(Fir den Beweis benétigt man nicht, dass M \ |J V; C M eine Nullmenge ist, sondern

7=1
s

es geniigt, dass es Karten g; : Q; — V; C M (j =r+1,...,s) gibt so, dass M = | V;
j=1

und A(g; ' (M \ UlX/;)) =0fiirj=r+1,...,sist.)
j:

Beispiele 9.10

a) Sei I C R ein offenes Intervall und g : I — R" eine C'-Funktion mit ¢'(x) # 0 fiir
alle z € I so, dass g : I — g(I) ein Homéomorphismus ist. Dann ist M = ¢g(/) C R”
eine 1-dimensionale C'*-Untermannigfaltigkeit mit Karte g und

G(x) = det(Jy(2)" Jy(z)) = lg'@)II* (x € 1)

als zugehorigem MaBtensor. Ist J C I ein kompaktes Intervall, so ist K = g(J) C M
kompakt und

Vol, (K) = /%de_ /%Kog\/EdA —/Hg'(x)”dx

M I

ist genau die Lange der stetig differenzierbaren Kurve g|J im Sinne der Analysis II).
b) (Einheitssphiire im R?) Nach Beispiel 8.6 ist
S? = {(w1,m9,73) €ER?; 27 + 25 + 25 =1} CR?
eine 2—dimensionale C'*°—~Untermannigfaltigkeit. Setze
Q =|0,7[x]0,2x[, N =R, x{0} xR.
Dann ist
po:REXQ—RI\N, po(r,d,¢) = (rsind cos g, rsindsin ¢, r cos )

C>-invertierbar mit po({1} x Q) = S? N N¢(=: V). Also ist

g:ipo(l,)):Q—VCS?
eine Karte von S?. Analog folgt, dass h :]0, 7[x] — 7, +7[— S* N (R_ x R x {0}),

h(9, ¢) = (sind cos @, cos ¥, sin ¥ sin )
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eine Karte von M ist. Wegen

S2\V =8*NN = {(cos ¢,0,sin p); ¢ € [—%, g]} = h({g} X [—g, +g])

ist Voly(S? N N) = 0.

Der Mafitensor von g ist G (1, ¢) = sin® 9 (Nachrechnen!). Nach Lemma 9.9 ist eine
Funktion f : S — C integrierbar genau dann, wenn fogv/G € £'(Q) ist. In diesem
Fall gilt:

/de:/f(sinﬂcosgp,sinﬁsin@,00819)sinz?d)\(ﬁ,<p).
S2 Q

Insbesondere ist

2T
Voly(S?%) = /ldS = //Sinﬁdﬁ)dcp = 4.
52 0 0

c) (Rotationsflichen) Sei / C R ein offenes Intervall und r : I — R¥ stetig differen-
zierbar. Die Menge

M = {(z,y,2) €R®* z € Iund 2> +¢* = r(2)*} C R?
ist als Nullstellenmenge der C''-Funktion
h:R2xT—R, hz,yz) =a1>+y°—rz)?

mit grad h(z,y, z) = (2z, 2y, —2r(2)r'(z)) # 0 fiir (z,y, 2) € M eine C'-Hyperfliche
im R? (Satz 8.5). Setze

Q=1x]0,2r], V=Mn(R: x{0} xR)".

Dann ist g : Q@ — V', g(t, ) = (r(t) cos p, r(t) sin, t) eine Karte von M. Vermoge
der Karte

g Ix]=m 4n[—= R, g(t, ) = (r(t) cos p,r(t) sin p, 1)
entspricht M \ V' der Nullmenge I x {0}. Der Mafitensor von ¢ ist
G(t, o) =r*(t) (L+7'(t)").

Nach Lemma 9.9 ist f : M — C integrierbar genau dann, wenn f o gv/G € LY(Q)

ist. In diesem Fall ist
/de = /f o gV GdA.
M Q
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Insbesondere ist
Vol (M) = / 1dS = / r(t)\/ 1+ 7 (t)2d\(t, ) = 27r/r(t)\/1 + 7/ (t)2d\(t),
M Ix]0,27] T

falls der Integrand ganz rechts iiber I integrierbar ist. Um die letzte Identitédt zu
begriinden, benutze man den Satz von Fubini und den Satz von der monotonen
Konvergenz.

d) (Graphen) Sei Q@ C R ! offen und sei p € C*(Q2,R) (k > 1). Dann ist
M = G(p) = {(z, p(r)); z € Q} CR"
eine C*~Hyperfliche (Satz 8.2 (ii)), die iiberdeckt wird durch die Karte
9:Q—-R" g(z) = (z,0(x))

mit Jacobi-Matrix J,(z) = < grggg;(x)) Nach Korollar 8.12 ist ihr Mafltensor

Q)= Y <det(%(a&)>lgﬂ’ygn_l>2—1—|—||grad<p(x)||2.

1<in<..<in—1<n

Sei A= J,(z) und 4; (1 <i<n-—1)die (n—1)x (n—1)-Matrix, die aus A durch
Streichen der i—ten Zeile hervorgeht. Durch Entwickeln nach der i—ten Spalte erhélt
man

det Al = (—1)nil+18ﬁ0(l’)

Also ist eine Funktion f : M — C integrierbar iiber M genau dann, wenn f o gv/G
zu L1(Q) gehort. In diesem Fall ist

/ fds = / £, 9(2))v/T T eradp (@) [2dA.
M Q

e) (Obere Halbsphére) Die obere Halbsphére vom Radius > 0
M ={zx e R" ||z|]| =r und z, > 0}
ist Graph der C*-Funktion ¢ : Q = {t e R*; ||t]| <r} — R,
ot)=(r* —t2— ... —t2_)Y2

n—1

Wegen gT“;(t) = —t;/o(t) (j =1,...,n—1) ist nach Teil d) der zugehtrige MaBtensor

G(t) =1+ [lgrad (1) [* = 1+ (ltl|*/(t)*) = 7*/o(t)".
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Also ist eine Funktion f : M — C integrierbar iiber M genau dann, wenn die
Funktion

N—-C, t— f(t,go(t))w

in £1(Q) liegt. In diesem Fall ist

/de = /f(t,(rz’—||t||2)1/2)7“(7‘2—||t||2)‘1/2dk(t)

£l <r
= / Flrtor(L—[JE)2)72)rm =t (1 = [1t]|%) 7 /2dA ().
1t <1
Hierbei wurde die Substitution ¢ — rt benutzt.

Satz 9.11 Sei M C R" eine p-dimensionale C*~Untermannigfaltigkeit (p > 1), und sei
® : R* — R™ C*-invertierbar. Dann gilt:

a) M = ®(M) C R ist eine p-dimensionale C*Untermannigfaltigkeit.

b) Ist ® : R* — R" eine Isometrie, d.h. linear mit || ®(z)|| = [[z] fiir alle x € R", so
ist eine Funktion f : M — C integrierbar iiber M genau dann, wenn die Funktion
f o @ integrierbar iiber M ist. In diesem Fall gilt:

/de:A[foq)dS.

M
Bemerkung 9.12 Ist ®(z) = a+rx (a € R", r € R\ {0}), so bleibt die quivalenz in

9.11 b) richtig, und es gilt
/de = |7°]p/f o ®dS.

M M

8§10 Kompakta mit glattem Rand

Sei M C R"™ eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C* mit 1 < k& < oo
und 1 <p<n-—1.

Definition 10.1 Sei a € M. Ein Vektor v € R" heifit Tangentialvektor an M in a,
falls ein e > 0 existiert und eine stetig differenzierbare Funktion v :] — ¢, 4+¢[— R"
mit (] — ¢,¢[) € M und ¢(0) = a, ¢'(0) = v. Unter dem Tangentialraum von M in a
verstehen wir die Menge

T.M = {v € R"; v ist Tangentialvektor an M in a}.
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Satz 10.2 Fiir a € M gilt:
a) T,M C R" ist ein p-dimensionaler Untervektorraum.

b) Ist g: Q2 — V C M eine Karte von M und ist ¢ € Q mit g(c) = a, so ist

T.M = ¢'(c)RP.

¢) Ist U eine offene Umgebung von a und ist h = (hy, ..., h,_,) € C*(U,R"P) mit
MNU={xeU; h(z) =0} und rgh’(a) = n — p,
so gilt

T.M = {v e R"; vlgrad hj(a) fir j =1,...,n — p} = Ker h'(a).

Bemerkung: 7, M ist unabhingig davon, ob man M als C*- oder als C'Mannigfaltigkeit
auffasst.

Definition 10.3 Seia € M. Ein Vektor v € R™ heiffit Normalenvektor von M in a, falls
v 1T, M, das heiit, falls (v, w) = 0 fiir alle w € T, M. Die Menge aller Normalenvektoren
von M in a bezeichnen wir mit N,M.

Korollar 10.4 Fir a € M ist N,M C R" ein (n — p)-dimensionaler Teilvektorraum.
Ist h € C*(U,R"P) wie in Teil c) von Satz 10.2, so bilden die Vektoren grad h;(a)
(1 <i<n-—p)eine Basis von N, M.

Als néchstes betrachten wir kompakte Teilmengen in R"™, deren topologischer Rand in
natiirlicher Weise eine C'-Hyperfliche im R™ bildet.

Definition 10.5 (Kompakta mit glattem Rand)
Sei ¢ # A C R" kompakt. Wir sagen, dass A glatten Rand besitzt, falls fiir alle a € 0A
eine offene Umgebung U von a existiert und eine C'~Funktion ¢ € C*'(U, R) mit

(i) ANU ={z € U; ¢(z) <0},
(ii) grad ¢ (z) # 0 fur alle z € U.

Lemma 10.6 Sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand. Sei a € 0A und ¢ €
CY(U,R) wie in Definition 10.5. Dann gilt

0ANU ={z € U; ¢(z) =0}.
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Insbesondere ist

Int(A)NU ={z € U; ¢¥(r) <0} und a € Int (A).

Korollar 10.7 Ist A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand, so ist 0A C R" eine
(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C*.

Ist A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand, so gibt es ein eindeutiges stetiges
Vektorfeld v : 9A — R™ aus Normalenvektoren v(a) von 0A in a, das "nach aufien” zeigt
und aus Einheitsvektoren besteht.

Satz 10.8 Sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand.
a) Fir jeden Punkt a € 0A exstiert genau ein Vektor v(a) € R™ mit
(i) v(a)LTo(04),
(i) [lv(a)] =1,
(iii) es gibt ein € > 0 mit a + tv(a) ¢ A fiir alle t €]0, €.

b) Die Funktion v : A — R™, a + v(a) ist stetig.

Definition 10.9 Fir ein Kompaktum A C R" mit glattem Rand und
a € O0A heiBt der in Satz 10.8 beschriecbene Vektor v(a) € N,(0A) der
aulere Normalen—FEinheitsvektor von A in a. Die Funktion v : 9dA — R" heiflit das
dulere Einheits—Normalenfeld von A.

Bemerkung 10.10 Sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand. Ist U C R" eine
offene Umgebung von einem Punkt a € A und ist p € C'(U,R) eine Funktion mit

OANU ={z € U; p(xr) =0} und grad p(z) # 0 fir allez € 0ANU,
so gilt
a) grad p(x)/||grad p(x)| = 2v(zx) fir alle x € 0ANU,

b) p<a + t(grad p(a)/||grad p(a)||)> > 0 fiir gentigend kleine ¢ > 0.

811 C*°—Zerlegungen der Eins
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Wir wollen zeigen, dass es zu jeder offenen Umgebung U einer kompakten Menge K C R”
eine Funktion § € C*°(U,R) gibt mit 0 < 6 < 1 und 0|K = 1 so, dass 0 auBerhalb einer
kompakten Teilmenge von U verschwindet.

Lemma 11.1 Fiir a,b € R mit a < b wird durch f: R — R,
exp(—1/(x —a)(b—2x)) ; a<z<b
fz) =

0 ; sonst

eine C'"*°—Funktion auf R definiert.
Hiermit beweist man einen Spezialfall des gesuchten Ergebnisses.

Lemma 11.2  Zu jeder reellen Zahl § > 0 gibt es eine Funktion ¢ € C*°(R") mit
0<4¢ <1,9=1auf Bs0) und ¢ = 0 auf R™\ Bys(0).

Definition 11.3 Sei £ = C"(r € N*). Fiir eine Funktion f : R” — E heifit

supp(f) = {z € R?; f(z) # 0}

der Tréger von f. Fir k € NU {oo} und U C R" offen definieren wir

CHMU,E) = {f € C*(R", E); supp(f) C U ist kompakt}.
Fiir £ = C sei CK(U) = C*(U,C).

Das folgende Lemma dient zur Vorbereitung unserer eigentlichen Resultate iiber C'*°—
Abschneidefunktionen und C*—Zerlegungen der Eins.

Lemma 11.4 Seien K C R™ kompakt und U; C R" (0 =1,...,r) offen mit
KcUyu...uU,.
Dann gibt es Funktionen fi,..., f,. € C*(R™) mit
(i) fi =0,
(i) supp(fi) C Ui,

(iii) i:fl > 1 auf K.

=1

Lemma 11.5 Seien K C R" kompakt und U D K eine offene Umgebung von K. Dann
gibt es eine Funktion f € C*(U) mit 0 < f <1 und f|K = 1.

43



Mit den beiden vorhergehenden Lemmata konnen wir unser endgiiltiges Resultat iiber
(C*>—Zerlegungen der Eins beweisen.

Satz 11.6 (C*—Zerlegungen der Eins) Sei K C R" kompakt und sei
KcUu...uU,
eine offene berdeckung von K. Dann existieren C*°~Funktionen 0y, ...,0, € C*(R™) mit
(i) 0<6; <1,
(i) supp(6;) C U;,

(iii) i@i =1 auf K.
i=1

Wir nennen in diesem Fall die Folge (6;)i_, eine C*°~Zerlegung der Eins beziiglich der
gegebenen offenen berdeckung (U;)7_; des Kompaktums K.

812 Der Gaufische Integralsatz

Seien a,b € R mit a < b und sei f € C'[a,b]. Der Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung besagt, dass

b
/ Ft)dt = £ - la).

Unser Ziel im folgenden ist es, einen entsprechenden Satz fiir Funktionen von mehreren
Verénderlichen herzuleiten.

Lemma 12.1 Fiir p € CY(R") und i =1,...,n gilt

dp
8ZEZ'

(x)d\(x) = 0.

R

Dieses Eregebnis kann man direkt auf den Fundamentalsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung zuriickfiithren, indem man dp/0z; iiber einen geniigend groflen kompakten
Quader integriert und das Integral als iteriertes Riemann—Integral auswertet (Satz 5.12).

Lemma 12.2 Seien Q C R ! offen, I =], 3[C R ein offenes Intervall und ¢ € C*(2)
eine Funktion mit () C I. Setze

A=A{(a"2,) € QX I; x, < ()}
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Dann ist (Beispiel 9.10 d))
M=G(p)={(',z,) € QX I; z, = (')} CR"
eine C'-Hyperfliiche im R™ und fiir alle f € C}(Q x I) gilt
of :
o () dA(2) = /f(a:)l/i(:c) is (1<i<n),

A M

wobei v, (z) = (1 + ||grad ¢(2/)]|2)"2 sei und fiir 1 <i <n

dp
8951-

vi(w) = —(1+ |lgrad o(2')||?) " 2= ().

Im Beweis des Gauflschen Satzes bendtigen wir eine einfache Beobachtung iiber das
Verhalten der Divergenz eines Vektorfeldes bei Komposition mit einem Endomorphismus
des zugrunde liegenden Raumes.

Lemma 12.3 Sei F € C'(U,R") ein C'-Vektorfeld iiber einer offenen Menge U C R".
Ist ® € End(R"™), so gilt auf der Menge ®~!(U) die Identitét

div(F o @) = [div(P o F)] o .

Der Beweis folgt direkt aus der Kettenregel, wenn man benutzt, dass div(F o @) =
Spur(Jroe) ist.

Satz 12.4 (Gaufischer Integralsatz) Sei A C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand
und v : A — R" das duflere Einheits—Normalenfeld von A (Definition 10.9). Fiir jede
C'-Funktion F € C'(W,R"™) auf einer offenen Umgebung W von A gilt

/ div Fd) = / (F(2), v(x))dS(x).

A 0A

Beispiel 12.5 Fiir das C'-Vektorfeld F' : R® — R", F(z) = x ist div F(z) = n fiir alle
r € R" Ist A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand, so folgt aus dem Gaufischen Satz

nA(A) = / div Fd\ = / (z, v(x))dS(z).

A oA
Im Spezialfall A = K,, = {x € R"; ||z|| < 1} ist 9A = S"!, und

v:S" SR v(z)==2
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ist das duBere Einheits—Normalenfeld von A. In diesem Fall liefert der Gauflische Satz die
Beziehung
n A(K,) = Vol,_1(S"1).

Sei A C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand und &uBlerem Einheits—Normalenfeld
v:0A — R" Ist W D A offen und f € C'(W,R), so nennt man die Richtungsableitung

of , . d -
a(x) = Ef(x +tv(z))li=o = (grad f(z), v(z))

die Ableitung von f in Normalenrichtung in x € A. Fiir f € C*(W,R) sei wie iiblich

@ =3 (52 @ew)

i=1

Satz 12.6 (Greensche Formel) Fiir W und A wie oben und f, g € C*(W,R) gilt

Jung—ganar= [ (152 -g)as
A HA

Eine interessante Anwendung auf harmonische Funktionen erhilt man mit Hilfe des
folgenden Ergebnisses, das ebenfalls mit dem Gauflschen Satz bewiesen werden kann.

Lemma 12.7 Ist A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und ist W O A eine
offene Umgebung, so gilt fiir f € C*(W,R) und g € C*(W,R)

dg

adS.

/ (fAg + (grad f.grad g))dA = / i
0A

A

Insbesondere folgt fiir f € C?(W,R)

15)
/ (FAF + [lgrad f?)dr = / 1% s
0A

A

Als Folgerung erhélt man, dass harmonische Funktionen auf Kompakta mit glattem
Rand bereits durch ihre Randwerte eindeutig bestimmt sind.

Korollar 12.8 Sei W offene Umgebung eines Kompaktums mit glattem Rand A C R”

und sei f € C?*(W,R) harmonisch auf dem Innern von A (d.h. Af|Int(A) = 0). Ist
fl0A =0, so folgt f|A =0.
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8§13 Differentialformen

Sei V' ein R-Vektorraum mit dimg (V') = n. Fir p > 1 sei

VP=Vx...xV (p—mal).

Definition 13.1 Sei K = R oder K = C und sei p € N*. Eine alternierende p—Form
mit Werten in K ist eine Abbildung w : VP — K mit:

(i) w ist R—multilinear.
(ii) Ist (vi,...,vp) € VP und gibt es i # j mit v; = vj, so ist w(vy,...,v,) = 0.
Wir definieren
A V* = {w; w: VP — K ist eine alternierende p-Form}

und A% V* = K. Statt ALV* schreiben wir APV*.

Die Rdume AL V* sind beziiglich punktweiser Addition und skalarer Multiplikation
K—Vektorrdume.

Bemerkung 13.2  Fiir eine R-multilineare Abbildung w : V? — K (p > 2) ist Bedin-
gung (ii) aus Definition 13.1 dquivalent zu der Bedingung:

(i1)* Vertauscht man zwei Argumente (bei sonst gleichen Variablen), so ist

Da man jede Permutation als endliches Produkt von Transpositionen schreiben kann, folgt:
Lemma 13.3 Seiw € AL V* und sei 7 € S, eine Permutation. Dann gilt

W(Vr(1)s - - - Un(py) = 880(T) w(v1,...,0p) (V1,...,0p € V).
Definition 13.4  Fiir ¢y,...,¢, € A V* (= V* falls K =R) sei o1 A...Ap, € A V*

definiert durch
®1 VAN g0p<1}1, RN ,Up) = det ((@i(vj))lgi,j§p> .

Da det : M(p x p, K) — K K-multilinear und alternierend von den Spalten abhingt
(R-multilinear geniigt hier), ist ¢; A ... A p, € ALV* wohldefiniert.

47



Bemerkung 13.5 Die Abbildung
(ARVP = APV (01, ,00) = @1 A ... A,

ist K—multilinear und alternierend. (Beachte, dass det : M (p x p, K) — K K-multilinear
und alternierend von den Zeilen abhéngt).

Satz 13.6
a) Sei (¢1,...,¢,) eine Basis des R—Vektorraumes V*. Fiir p € N* bilden die Formen

SpilA-~'/\SDip (1§21<<zp§n)

eine Basis des K—Vektorraumes A’[’{V*. Insbesondere ist

dimg (AL V) = (Z), ALV = {0} fir p > n.

b) Ist (¢1,...,1,) eine Basis des C—Vektorraumes ALV*, so bilden fiir 1 < p < n die
Elemente

eine Basis des C—Vektorraumes AZV™.

Zum Beweis von Teil b) beachte man, dass nach Teil a) und nach Bemerkung 13.5 die
angegebenen Formen den C-Vektorraum ALV* aufspannen. Aus Dimensionsgriinden
miissen sie linear unabhéngig sein.

Satz 13.7 Fiir p,q > 1 gibt es genau eine Abbildung
A AVE X ALV — ARV (0, 0) = w Ao
(fiir p + ¢ > n die Nullabbildung) mit den Eigenschaften:
(i) A ist K-bilinear;
(i) fiir ¥1, ... Up, M1y -0, g € ARV ist
(1A AU ALA AR =LA AP AL A . A,

wobei die Terme in Klammern und die rechte Seite geméafl 13.4 definiert seien.

Konvention: Fiir a € K und w € AL V* (p € N*) setzt man
aNw:=wAa = aw.

Man nennt die in Satz 13.7 definierte Verkniipfung das &uflere Produkt zwischen den
Formen vom Grade p und den Formen vom Grade gq.

Lemma 13.8 Fiir wy € AL V* wy € ALV* und w3 € A V* gilt:
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a) (w1 Aws) Awy =wi A (we A ws);
b) w1 N Wy = (—1)quQ N wi.
Sei im folgenden F := R™.

Definition 13.9 Sei U C R" offen und sei p € N.

a) Eine (K—wertige) Differentialform vom Grade p (oder p—Form) iiber U ist eine Ab-
bildung w : U — A% E* (0~Formen iiber U sind einfach Funktionen U — K).

b) Wir schreiben dz; (i = 1,...,n) fiir die Koordinatenprojektionen

dmi:R”HR, (tlaatn)}_)tl

c¢) Fiir f € C1(U, K) definiert man eine 1-Form {iber U durch

df(x) ==Y of (x)dz; (€ AR E™).

i=1 Oz;

Zu jeder p—Form w iiber U gibt es eindeutige Funktionen
wilmip:U—>K (1§21<<Zp§n)
mit
w(r) = Z Wiy (@) dzgy Ao Nda,  (x € U).
1<i1 <...<ip<n
Abkiirzend schreiben wir hierfiir

w = Z wilmip dI‘il VAN d.flfip.

1<ir<...<ip<n

Definition 13.10
a) Eine p-Form w = > Wiy iy dTi A ... A dxg, tiber U heifit stetig (bzw. C7

1<iy <. <ip<n
fiir r € N*U{oo}) oder p—Form der Klasse C", falls alle w;,.;, : U — K von diesem
Typ sind.

b) Sind w,® p—Formen iiber U und ist ¢ eine ¢—Form iiber U, so definiert man eine
p-Form w + @ auf U durch

(w+@)(x) =w(x) +o(x)
und eine (p 4+ ¢)-Form w A ¢ iiber U durch

(wAo)(x) =w(x)Ao(x).
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c) Istw = > Wiy .., dxi A. . Adz;, von der Klasse C1, so heifit die (p+1)-Form

1<i1 <..<ip<n

dw = Z (dwiy..i,) Ndxy Ao Ndxy,

1<i1<..<ip<n

die duBere Ableitung oder das duflere Differential von w.

Bemerkung 13.11  Fiir w und @ wie in 13.10 b) gilt
(W+ @)y = Wiy + @iy, (1<41 <o <y < ).
Ist w wie in Teil ¢) von Definition 13.10, so gilt
p+1 Ow. - .
dw(z) = > D (—1) e () day, AL A da,

ox;
1<i1<...<ipt1<n p=1 P

Hierbei bedeutet das Symbol Ep, dass der Index i, weggelassen werden soll.

Schreibweise: Anstatt w = > Wiy ..i,dzsy; N ... A dx;, schreibt man
1<iy <..<ip<n

w = Zw;dwl.

|I|=p

Hierbei durchlguft I alle Multiindizes 1 <4 < ... <14, <n und
dl’] = dl’il VANRIAN dl’ip.

Wir definieren AP(dz, C"(U, K)) = {w; w K—wertige p—Form iiber U der Klasse C"}.

Satz 13.12 Sei U C R" offen und seien p,q € N.
a) Fir wy,ws € AP(dz, CH(U, K)) und A\j, Ay € K gilt

d()\lwl + )\2(4}2) = )qdwl + /\deQ.

b) Fiir w € AP(dz, CY(U, K)) und o € A(dz, CY(U, K)) gilt

dwANo)=(dw) Ao+ (—1)’w A (do).

¢) Fiir w € AP(dz, C?*(U, K)) ist d(dw) = 0.

Bemerkung 13.13 Sei U C R” offen.
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a) Eine C'-Form w iiber U heifit geschlossen, falls dw = 0.

b) Eine C'-Form w iiber U vom Grade p > 1 heifit exakt, falls es eine (p — 1)-Form 7
der Klasse C! iiber U gibt mit w = dn.

Ist n in Teil b) von Bemerkung 13.13 sogar von der Klasse C?, so ist w = dn nach Satz
13.12 ¢) gechlossen. ber hinreichend schénen offenen Mengen im R™ ist jede geschlossene
C'-Form vom Grade p > 1 auch exakt. Wir kommen auf diese Frage zuriick in §14.

Definition 13.14 Seien V C R™, U C R" offen und sei ¢ = (p1,...,¢,) € C1(V,R")
mit (V) C U. Ist
w = Z wrdxy

|I|=p

eine K—wertige p—Form tiber U (p > 1), so ist

" (w) = Z wrowdpr mit dpri=dp;, N... Ndp;,
[=p
eine K—wertige p—Form iiber V. Fiir p = 0 sei ¢*(f) = f o ¢ fiir beliebige Funktionen
f:U— K.

Satz 13.15 Seien U C R*, V C R™ und W C R* offene Mengen und seien ¢ : V — U,
Y : W — V C'-Abbildungen. Sind w;,ws,w K-wertige p-Formen iiber U und ist o eine
K-—wertige ¢-Form iiber U, so gilt:

a) ©*(AMw1 + Aaws) = A\1p*(w1) + Aap™(ws) fiir alle A, Ay € K.
(WA o) =" (w) Ap(0).
Ist w € AP(dz, CY(U, K)) und ¢ € C*(V,R"), so ist ¢*(dw) = d(¢*(w)).

(" (w)) = (p o) (w).

b

C

) ¥
) ¥
)
)

o,

814 Poincarésches Lemma

ber jeder offenen Menge U C R" ist jede exakte C'*°~Form geschlossen. Im folgenden
interessiert uns die Frage, welche geschlossenen Formen exakt sind.

Lemma 14.1 Seien U C R" und V C R"! offene Mengen mit [0,1] x U C V. Seien
i U=V, i(x)=(,x) (i=01)
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und sei 0 € AP(dr,CY(V,K)) (p > 1) geschlossen. Dann gibt es eine Form n €
AP~Y(dz, CY(U, K)) mit
U1(o) = (o) = dn.

Bemerkung 14.2 Ist in der Situation von Lemma 14.1 die Form ¢ von der Klasse C*
(k € N* U {o0}), so kann man auch n von der Klasse C* wihlen.

Satz 14.3 (Poincarésches Lemma) Ist U C R” offen und sternférmig (d.h. gibt es ein
xo € U so, dass xg + t(z — ) € U fiir alle x € U und t € [0, 1]), so ist jede geschlossene
Form w € AP(dz,C' (U, K)) (p > 1) exakt.

Bemerkung 14.4 Ist in der Situation von Satz 14.3 die Form w von der Klasse C*
(k € N* U {oo}), so ist w = dn mit einer Form n € AP~!(dz, C?(U, K)).
Fiir U C R" offen und p € N sei
QP(U) = {w; wist eine K—wertige p-Form der Klasse C* iber U},
wobei wahlweise K = R oder K = C sei.

Korollar 14.5 Fiir sternférmige offene Mengen U C R™ ist
0— K <5 U) % oiu)L ... 4o U) L anu) —o,

wobei i : K — Q%(U) = C®(U, K), i(t) = t ist, eine exakte Sequenz von K—Vektorrium-
en, d.h. alle Abbildungen sind K-linear und

i(K) = Ker(2°(U) % QY(U)),
Im(Q(U) % QP(U)) = Ker(Q(U) L T (U)) (1< p<n).
Hierbei sei Q"(U) = {0}.
Fiir eine beliebige offene Menge U C R™ nennt man den Quotientenvektorraum

_ Ker(Q(U) 5 QrHi(U))

H%RU :
©) Im(QP—1(U) % Qv (V)

p=1)

die p-te de Rhamsche Kohomologiegruppe von U. Fiir sternformiges U ist also

HYp(U) =0 fiir p > 1.

Korollar 14.6 Sei U C R" eine sternférmige offene Menge und sei v : U — R” stetig
partiell differenzierbar. Dann sind dquivalent:
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(i) es gibt ein u € CY(U,R) mit v = grad u (& Y v;dz; ist exakt);
i=1

(ii) die 1-Form Y v;dz; € A(dx, C*(U,R)) ist geschlossen;

=1

(111) &vj = (‘9ij» fiir Z,] = ]_, .o, n.

Also hat ein C'-Vektorfeld v = (v, ...,v,) iiber einer offenen sternférmigen Menge U
in R™ ein Potential genau dann, wenn es die offensichtlich notwendigen Bedingungen
&vj = 8jvi (’L,j = ]_, e 771) erfiillt.
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