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Sei X eine Menge und (Ayn)nen eine Folge in P(X). Man definiert

limsup A, = {z€X; xe€ A, fir unendlich viele n € N}
liminf A, = {z € X; x € A, fir fast alle n € N}.

Die Folge (Ay)n heifit konvergent, falls limsup,, A, = liminf,, A, (=: lim, 4,,) gilt.
Aufgabe 26 (4x1=4 Punkte)
Sei (X, A, p) ein Mairaum und A,, € A fiir n € N. Zeigen Sie:

(a) limsup A4,, = ﬂ U Ap, hmlann— U ﬂ Ap.

n—00 n=0 k=n n=0k=n

(b) p(liminf A,) < liminf u(Ay,).

(¢) p(limsup A,) > limsup u(Ay,), falls u( U Ap) <

(d) Ist A, konvergent und u( |J A4,) < oo, so gilt p( lim A4,) = lim u(A,).
n—=0 n—00 n—o0
Aufgabe 27 (6%¥1=6 Punkte)

Sei X eine Menge und seien A, A,, B C X (n € N). Zeigen Sie:

(a) XAnB = X4 XB-

)
(b) XAuB = XA+ XB — XA XB-
(¢) xanBe =xa(l - xB)-

)

(d) xaaB =Ixa — xsl-
Dabei sei AAB = (AN B¢)U (BN A°) die symmetrische Differenz von A und B.

(e) Xlimsup A, = lim sup x A, -

(f) Xiiminf 4, = liminf x4,,.

Aufgabe 28 (4 Punkte)
Seien F1, ..., F, € B(R). Zeigen Sie, dass F x ... x F,, € B(R") ist.




Aufgabe 29 (2+2=4 Punkte)

Sei (X, M) ein messbarer Raum. Zeigen Sie:
(a) Ist f : X — R messbar und beschrénkt, so gibt es eine Folge (fx)r>1 von einfachen
Funktionen f; : X — R, die gleichméfig auf X gegen f konvergiert.

(b) Ist f : X — [0,00) messbar, so gibt es eine Folge (fx)r>1 von einfachen Funktionen
fr: X —[0,00), die punktweise monoton wachsend gegen f konvergiert, das heifit es
gilt

fla) = lim fi(z) und f;(z) < fi41(2)

fir alle x € X und j > 1.

(Hinweis: Beweis von Satz 5.14)

Ein Mafraum (X, A, p) heifst vollstindig, wenn zu N € A mit u(N) =0 und M C N auch M € A gilt.

Aufgabe 30* (1*41*+2*+1*=5" Punkte)

Sei (X, A, p) ein Mafiraum und
Ao ={M C X; es gibt ein N € A mit u(N) =0und M C N}.
das System aller Teilmengen von p-Nullmengen. Man definiert

A={AUM; Ac Aund M € Ay},
fi: A—[0,00], ((AUM) = pu(A) (Ae A, M e A).

Zeigen Sie:

(a) A ist eine o-Algebra auf X.
(b) ju ist ein wohldefiniertes MaB auf (X, A).
(¢) (X, A,p) ist die minimale vollstindige Erweiterung von A, das heift:

e (X, A, p) ist vollstéindig mit A C A und fi|4 = p.
e Ist (X, B,v) ein vollstindiger Mafiraum mit A C B und v|4 = p, so folgt AcB
und v| ; = fi.

(d) (X, A, p) ist genau dann vollsténdig, wenn A4 = A ist.
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