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Aufgabe 41 (3+2=5 Punkte)
Sei (X, A, i) ein Mafiraum und () # Y € A eine messbare Menge. Wir betrachten die auf Y’
eingeschrinkte o-Algebra Aly (vergleiche Aufgabe 22) und die Einschréankung v = |4,
des MaBes auf Aly. (Dann ist (Y, Aly,v) offenbar wieder ein Mafiraum.) Sei E ein Ba-
nachraum. Zeigen Sie:

(a) Ist f € LY, E), soist fly € LY(v, E) und es gilt [, flydv = [(f - xv)dp .
(b) Ist g : Y — E eine Funktion und

_ _ gx) , fallszeY
X - F =
§: X —=E, g(x) { 0 , fallszeX\Y

die triviale Fortsetzung von g auf X, so gilt
geL(wE) & geL'(v,E)
und in diesem Fall ist [, gdv = [ gdp.

Aufgabe 42 (4 Punkte)
Sei (X, A, p) ein Mafiraum, I C R ein offenes Intervall und f : I x X — R eine Funktion
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes t € I ist ist die Funktion X — R, =+ f(¢,z) in L' (u, R).

(ii) Fiir jedes = € X ist die Funktion I — R, ¢ +— f(¢,z) differenzierbar. Die Ableitung
dieser Funktion im Punkt ¢ € I bezeichnen wir mit 8f (L, ).
(iii) Es gibt eine Funktion g € £!(i, R) mit

of

< .
at(tm)\ glz) Vtel,re X

Zeigen Sie:
o Fiir jedes ¢ € I ist die Funktion X — R, = — % (¢,z) in £ (1, R).
e Die Funktion F': I — R, F(t) = [y f(t,z)du(x) ist differenzierbar.
e Fiir jedes t € I gilt

of

)= | Gt )dn).

(Hinweis: Wenden Sie den Satz von der majorisierten Konvergenz und den Mittelwertsatz
auf geeignete Differenzenquotienten an.)




Aufgabe 43 (6%¥1=6 Punkte)
Welche der folgenden Funktionen pf : P(R) — [0,00] (¢ =1, ..., 6) sind duBlere Mafle auf R?
Geben Sie fiir diese die o-Algebra der p-messbaren Mengen an.

0 ; A=0 0 ; A=0
* A — ) * A — )
, 0 ; A=10
j(ay = O Abeschrdnkt L ) 420 A beschriinkt |
1 : A unbeschriankt .
oo ; A unbeschriankt
0 ; A abzahlbar 0 ; A abzihlbar
: A — ’ * A = ’ .
H5(4) { 1 ; A iiberabzihlbar ’ He(A) { oo ; A iberabzihlbar
Aufgabe 44 (6%x1=6 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
(a) f[(),z]x[_lyg} (2z — 3y) dA(z,y)

(b) f[1,2]><[1,2] eV d\(z,y)

(©) Jo,z1xp0,z) sin(@ +y) dA(z,y)

(d) f[1,2]x[2,3]x[0,2] (xiiz,)z d\(z,y, 2)
(©) foup 5z dA\@,y,2)

(f) fo fdX, wobei f: R — R, f(x):{(l] zig\@

(Begriinden Sie hier auch, wieso f € £}(\,R) ist.)

Aufgabe 45* (1*43*=4* Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass jede abzihlbare Menge (Q C R eine Lebesgue-Nullmenge ist.

(b) Es sei Ko = [0,1] und fiir K,, = {J;”[al’,b}] (1, € N,al < b fiir 1 <7 <r,) sei

T

" 1 2

Kor = U (I + 307 = aULap + 507~ ab)0t])
i=1

Die Menge K = (,,cn Kn heifit Cantormenge. Zeigen Sie, dass K eine iiberabzéhlbare

Lebesgue-Nullmenge ist.

(Hinweis: Fiir die Uberabzihlbarkeit zeigen Sie, dass K genau aus den Punkten

x € [0, 1] besteht, die eine 3-adische Entwicklung ohne die Ziffer 1 besitzen.)

Diese Ubungsblitter kénnen Sie sich auch iiber unsere Homepage besorgen:

http://www.math.uni-sb.de/~ag-eschmeier /lehre

Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr!



