Maf3theorie

Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum (oder metrischer Raum).
1. Unter einer o-Algebra A auf X versteht man eine Teilmenge A C P(X) mit
(i) oA
(i) Ac A= A°c A
(iii) (A;)sen Folgein A= |J € A.

i€N
Fiir eine o-Algebra A auf X gilt
e XcA

e A enthilt mit jeder endlichen oder abzihlbar unendlichen Folge von Mengen
auch ihren Durchschnitt und ihre Vereinigung.

2. Die Borelsche o-Algebra B(X) auf X ist definiert als die kleinste o-Algebra auf X,
die alle offenen (< abgeschlossenen) Teilmengen von X enthélt:

B(X):=nN(ACP(X); A o-Algebra auf X mit U € AVU C X offen .)

3. Eine Funktion f : X — C heifit Borel-messbar (im Folgenden einfach messbar
genannt),
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f (U) € B(X)VU c Coffen  ( o f (A) € B(X) VA B(C)).

4. Es gilt:

(i) Stetige Funktionen sind messbar (:= Borel-messbar).
(ii) f: X — C messbar, g : C — C stetig = g o f messbar.

(iii) Punktweise Limiten (von Folgen), Summen und Produkte von messbaren Funk-
tionen sind messbar.
_1 . 0
(iv) f: X — Cmessbar = 7 : X - C, (z):=¢ @ ~ J(@) # ist messbar.
f f 0 ; sonst

(v) f:X — C messbar und beschrinkt = Es gibt eine Folge einfacher Funktionen
fn : X — C (einfach:= messbar mir nur endlich vielen Werten), so dass

(fn) — f gleichmiBig auf X.



Sei p: B(X) — [0, 00] im Folgenden ein positives Ma8.

. Eine Funktion f : X — C heifit Treppenfunktion (bzgl. u), falls f einfach ist und

p({r € X5 f(x) # 0}) < oo

. Eine Funktion f : X — C heit y-messbar, falls eine y-Nullmenge N € B(X) und
eine Folge von Treppenfunktionen f,, : X — C existieren mit

f(zx) :nll_)ngofn(x) Vre X\ N.

Es gilt:

(i) f: X — C ist y-messbar < Es gibt eine p-Nullmenge N € B(X), eine o-
endliche Menge A € B(X) und eine messbare Funktion g : X — C mit

f=gauf N° und [ =0 auf A°.

Insbesondere ist auf einem o-endlichen Mafiraum jede messbare Funktion pu-
messbar.

(ii) Punktweise Limiten (von Folgen), Summen und Produkte p-messbarer Funk-
tionen sind p-messbar.

(iii) Mit f: X — C sind auch |f| und % (siehe 4.(iv)) p-messbar.

. Eine Treppenfunktion f : X — C hat eine eindeutige Darstellung

n
f = Z Q2T A;
i=1

mit paarweise verschiedenen ay, ..., a, € C\ {0} und paarweise disjunkten Mengen
Ay, A, € B(X).
In diesem Fall definiert man

/fdﬂ = Z%’M(Ai)
X =1

. Eine Funktion f : X — C heifit pu-integrabel, falls eine Folge von Treppenfunktionen
fn : X — C und eine p-Nullmenge B € B(X) existieren mit

() (@) = lim fu(o) V€ X\,
(ii)) Ve>03Ing eN: [|f,— foldu < eV p,q > no.
X



10.

11.

12.

In diesem Fall existiert (und ist unabhéngig von der Wahl der Folge (f,)):

/fd,u = lim /fndu.
X

X

. Die Menge £'(u) :={f; f: X — C p-integrabel} ist ein C-Vektorraum und

L) = C, [ | fdu
/

ist C-linear. Fiir f € £'(p) ist auch |f] € £ (p) mit | [ fdu| < [|f]dp und
X X

) —R, fe Il :=/|f|du
X

definiert eine Halbnorm auf £'(p).

Sei f : X — C p-messbar. Gibt es eine Funktion g € £!'(u) mit |f| < g p-fast
iiberall, so ist f € L(u). Insbesondere ist jede u-messbare beschriinkte Funktion
f:+ X — C, die auflerhalb einer Menge A € B(X) mit u(A) < oo verschwindet,
p-integrabel.

(Satz von der majorisierten Konvergenz) Seien f, : X — C (n € N) p-messbar,
g € L), f: X — C beliebig, so dass

(i) (fa(z)) == f(x) pktw. p-fast iiberall
(i) [fal <gVneN

Dann ist f € £'(u) und

([ ), 0

X

(Satz von der monotonen Konvergenz) Seien f, : X — [0,00) (n € N) p-integrabel
mit

(i) Vn € Nist f, < fou1 p-fast iiberall,

(ii) sup <ffndu> < 00.

neN ‘M x

Dann konvergiert (f,,)nen punktweise auBerhalb einer geeigneten p-Nullmenge N €
B(X) und ist f : X — C irgendeine Funktion mit (f,(z)) —— f(z) punktweise
p-fast iiberall, so ist f € £'(n) und

([ 1), f 10



