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Aufgabe 9 (1+3=4 Punkte)

Sei p @ P(X) — [0,00] das ZidhlmaB iiber einer unendlichen Menge X und sei f : X — R
eine Funktion. Man zeige:

a) Ist f p-integrabel, soist A :={x € X; f(x 0} abzahlbar
!
b) Ist ¢ : N — X injektiv und Ay C Im ¢, so gilt
!

f ist p-integrabel < i |f(e(n))] < 0.

n=0

In diesem Fall ist [ fdu = > f(¢(n)).
X

n=0

Aufgabe 10 (2x1+2x2=6 Punkte)

Sei (X, M, 1) ein Mafiraum, (Y,M) ein messbarer Raum und f : X — Y eine messbare
Funktion. Zeigen Sie:

(a) p/ : M — [0,00], u/ (B) = u( f (B)) definiert ein MaB auf M.

(b) Fiir jede einfache Funktion g : Y — [0,00) gilt [ gduf = [ go fdu.
Y b

(c) Fiir jede M-messbare Funktion g : Y — [0, 00| gilt

/gdufz/QOfdu-

Y X

(d) Eine M-messbare Funktion g : ¥ — [—o00,00] ist genau dann p/-integrabel, wenn
go f: X — [—00,00] p-integrabel ist. In diesem Fall ist

/gdufZ/QOfdu-

Y X
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Aufgabe 11 (4 Punkte)

Sei (X, 9, p1) ein Mafiraum und sei f: X — R p-integrabel.
Zeigen Sie: Sind «, 8 € R mit a <0 < § und

1
M(A)A/fdﬂe [, B]

fiir alle Mengen A € M mit 0 < p(A) < oo, so ist f(x) € [a, f] fiir p-fast alle z € X.

Aufgabe 12 (2x2=4 Punkte)

Sei (X, M, p) ein Mafiraum. Fiir B € 90 sei Mz die Spur-o-Algebra von 9 auf B und
1B = [1](9m, ) das eingeschriinkte Mafl. Man zeige:

(a) Ist f : B — [—00,00] pup-integrabel, so ist die Funktion f : X — [—o0, 00|, f(z) = f(x)
fir z € B, f(z) = 0 sonst, u-integrabel mit

B/ fdus = ! Fu.

(b) Ist f : X — [~oc,00] p-integrabel, so ist fjg : B — [~00,00] pp-integrabel mit
J(fip)dus = [(fsp)dp.
B X



