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Sei im Folgenden H ein komplexer Hilbertraum.

Aufgabe 22 (4 Punkte)

Sei T ∈ L(H). Zeigen Sie, dass genau dann T ∈ C1(H) gilt, wenn (Re T )± ∈ C1(H) und
(Im T )± ∈ C1(H) gilt.

Aufgabe 23 (4 Punkte)

Sei T ∈ L(H). Zeigen Sie, dass genau dann T ∈ C1(H) gilt, wenn∑
i∈I

|〈Tei, ei〉| < ∞

für jede Orthonormalbasis (ei)i∈I von H gilt.

Aufgabe 24 (4 Punkte)

Sei dim H = ∞ und sei T ∈ L(H) kompakt. Zeigen Sie, dass eine monoton fallende
Nullfolge (αn)n∈N und orthonormale Folgen (en)n∈N und (fn)n∈N in H existieren mit

T =
∞∑

n=0

αnen ⊗ fn.

Aufgabe 25 (2+2+3x2(*) = 4+6(*) Punkte)

Seien A eine C∗-Algebra und τ : A+ → [0,∞] eine Abbildung mit

τ(a + b) = τ(a) + τ(b) , τ(αa) = ατ(a) und τ(c∗c) = τ(cc∗)

für alle a, b ∈ A+, α ∈ R+ und c ∈ A. Man zeige:

(a) J = {a ∈ A ; τ(a∗a) < ∞} ⊂ A ist ein selbstadjungiertes Ideal.
Hinweis: (a + b)∗(a + b) ≤ 2a∗a + 2b∗b und (ca)∗(ca) ≤ ‖c‖2a∗a.

(b) Für I+ = {a ∈ A+ ; τ(a) < ∞} und I = LH{ab ; a, b ∈ J} gilt I = LH(I+).

(c) Es gilt I+ = I ∩ A+.

(d) τ|I+ hat eine eindeutige Fortsetzung zu einer Linearform τ̂ : I → C.

(e) Es ist τ̂(xa) = τ̂(ax) für alle x ∈ A und a ∈ I.
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