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Seien A,B unitale C∗-Algebren und H ein komplexer Hilbertraum.

Aufgabe 50 (2+2=4 Punkte)

Sei ϕ : A → B eine 2-positive Abbildung. Man zeige für alle a, b ∈ A:

(a) ϕ(a)∗ϕ(a) ≤ ‖ϕ(1)‖ϕ(a∗a).

(b) ‖ϕ(a∗b)‖2 ≤ ‖ϕ(a∗a)‖‖ϕ(b∗b)‖.

Hinweis: Lemma 10.3

Aufgabe 51 (4 Punkte)

Sei (aij) ∈ M(n,A) positiv. Zeigen Sie, dass

max
1≤i,j≤n

‖aij‖ = max
1≤i≤n

‖aii‖.

Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall n = 2.

Aufgabe 52 (2+2=4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen vollständig positiv sind:

(a) tr : M(n,A) → A , (aij) 7→
∑n

i=1 aii.

(b) σ : M(n,A) → A , (aij) 7→
∑n

i,j=1 aij .

(bitte wenden)



Sei T ∈ L(H) und sei K ⊂ C kompakt. Man nennt K spektral für T , wenn σ(T ) ⊂ K

ist und ‖r(T )‖ ≤ ‖r‖∞,K für alle rationalen Funktionen r auf K gilt, das heißt für alle

Funktionen r : K → C , r(z) = p(z)
q(z) , p, q ∈ C[z] mit q(z) 6= 0 für alle z ∈ K.

Aufgabe 53 (2+2=4 Punkte)

Sei T ∈ L(H), K ⊂ C kompakt und Rat(K) die Algebra aller rationalen Funktionen auf

K, aufgefasst als Operatorraum in C(K). Man zeige:

(a) K ist spektral für T genau dann, wenn σ(T ) ⊂ K ist und

% : Rat(K) + Rat(K)∗ → L(H) , r + s 7→ r(T ) + s(T )∗

eine wohldefinierte positive lineare Abbildung ist.

(b) Ist Rat(K) = C(K), so ist K spektral für T genau dann, wenn T normal und σ(T ) ⊂ K

ist.
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