
Aufgabe 30

Wir betrachten linear rekursiv de�nierte Folgen der Ordnung 3.

(a) Für a0 = 4, a1 = 6, a2 = 10 und an = −an−1 + 4an−2 + 4an−3 erhalten wir

x3 + x2 − 4x− 4 = 0
⇔ x2(x + 1)− 4(x + 1) = 0
⇔ (x− 2)(x + 2)(x + 1) = 0

als charakteristische Gleichung, deren Lösungen x1 = −2, x2 = −1 und x3 = 2 sind.
Zur Bestimmung von α, β, γ ∈ R lösen wir das lineare Gleichungssystem α + β + γ = 4

−2α− β + 2γ = 6
4α + β + 4γ = 10

und erhalten α = −1, β = 2 sowie γ = 3. Die geschlossene Formel für (an)n lautet also

an = −(−2)n + 2 · (−1)n + 3 · 2n (n ∈ N).

(b) Für a0 = −1, a1 = −2, a2 = −11 und an = 7an−1 − 15an−2 + 9an−3 erhalten wir

x3 − 7x2 + 15x− 9 = 0
⇔ (x− 1)(x2 − 6x + 9) = 0
⇔ (x− 1)(x− 3)2 = 0

als charakteristische Gleichung, deren Lösungen x1 = 1 und x2 = 3 sind. Zur Bestim-
mung von α, β, γ ∈ R lösen wir das lineare Gleichungssystem α + β = −1

α + 3β + 3γ = −2
α + 9β + 18γ = −11

und erhalten α = 1, β = −2 sowie γ = −1. Die geschlossene Formel für (an)n lautet
also

an = 1 + (n− 2) · 3n (n ∈ N).

(c) Für a0 = 1, a1 = 2, a2 = 20 und an = 6an−1 − 12an−2 + 8an−3 erhalten wir

x3 − 6x2 + 12x− 8 = 0
⇔ (x− 2)3 = 0

als charakteristische Gleichung, deren Lösung x = 2 ist. Zur Bestimmung von α, β, γ ∈ R
lösen wir das lineare Gleichungssystem α = 1

2α + 2β + 2γ = 2
4α + 8β + 16γ = 20

und erhalten α = 1, β = −2 sowie γ = 2. Die geschlossene Formel für (an)n lautet also

an = (2n2 − 2n + 1) · 2n (n ∈ N).
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