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1 Lineare Gleichungssysteme

Betrachten wir als Motivation die folgenden Probleme.

Beispiel 1.1.

(a)

(b)

Wieviel Kilogramm Salzsiure der Konzentrationen 12% und 20% muss man

mischen, um 10 Kilogramm Salzsiure der Konzentration 15% zu erhalten?

Es bezeichne x die Masse der 12-prozentigen und y die Masse der 20-prozentigen

Salzsiure. Wir suchen also x und y so, dass die Gleichungen

z+y = 10 (I)

0.12z 4 0.2y 1.5 (II)

erfillt sind.

FEin naiver Lisungsansatz sieht nun wie folgt aus: Wir formen die Gleichung
(I) zu
r=10—y

um und ersetzen x in (II) durch 10 —y:
0.12(10 —y) + 0.2y = 1.5 bzw. 0.08y =0.3 bzw. y=3.75

Die gesuchte Mischung erfordert also 6.25 kg der 12-prozentigen und 3.75 kg

der 20-prozentigen Sdure.

Gegeben sind drei Lebensmittelbestandteile A, B und C, von denen bekannt ist,

wieviel Fiweifs, Kohlenhydrate und Fett sie enthalten:

| A4 B ¢
Eiweify | 30% 50% 20%
Kohlenhydrate | 30% 30% 70%
Fett | 40% 20% 10%

Ist aus A, B und C eine Speise herstellbar, die 40% FEiweifs, 40% Kohlenhydrate
und 20% Fett enthdlt?

Bezeichnen a, b, ¢ den prozentuellen Anteil von A, B,C and der herzustellenden

Speise, so muss offenbar gelten:

03a + 050 + 02c = 04 (Eiweifl)
03¢ + 03b + 07¢ = 04 (Kohlenhydrate)
04a + 026 + 0lc = 02  (Fett)

a + b+ c =1

(auperdem ist die Speise natiirlich nur dann herstellbar, wenn a,b,c > 0 ist).

Auch hier konnen wir den naiven Ansatz verfolgen, indem wir eine Gleichung



1 Lineare Gleichungssysteme

(etwa die erste) nach einer der Variablen auflosen (etwa nach a) und dann
in die anderen Gleichungen einsetzen. So erhalten wir ein System wvon drei
Gleichungen mit zwei Unbekannten (b und ¢). Wiederholen wir dieses Vorgehen
erneut, erhalten wir zwei Gleichungen mit einer Unbekannten. Diese sind nun

zusammen losbar oder nicht.

Definition 1.2.

Ein Gleichungsystem der Form

an1ry + ... 4+ aimxm = b1
(%)
an11 + ... + apmZm = by
bestehend aus n Gleichungen mit Koeffizienten a;; € R (i =1,...,n, j=1,...,m)
und den m Unbekannten x1,...,%,, heift lineares Gleichungssystem (LGS).
Das LGS (%) heifst homogen, falls by = ... =1b, =0 ist, und inhomogen sonst.
Z1
FEine Liosung von (x) ist ein m-Tupel x = € R™, derart dass x1,...,Tm
T

alle n Gleichungen von (x) erfiillen. Die Menge
L =Ly = {z € R™; x ist Losung von (x)} C R™

heifit Losungsmenge von (x).

1.3. Matrixdarstellung eines linearen Gleichungssystems
Wir schreiben das LGS (%) aus 1.2 auch in der Form

alr ... Qim | D1
()
anl  --- Gpm | bn
Kurz schreiben wir dafir auch (A|b). Dabei ist b € R™ ein Vektor. Den linken Teil
a1 ... Gim
A= : = (aij) iy,

an1 .. Qum

omg=1,m

bezeichnet man als Matrix mit n Zeilen und m Spalten (kurz n x m-Matriz).

Wir schreiben M(n x m) = M(n x m,R) fir die Menge aller n x m-Matrizen.
Beispiel 1.4.
(a)
1 2 -3 T, 4+ 29 —3x3 = —1
(4 5 6 —4x1 — b +6 = 2

-1
) steht fiir das LGS {



(b)

0 -1 0] 2 —x = 2

3 0 1 3 = -1
steht fiir das LGS 1+ 73

0 1 1 To+x3 = -—1

0 2 0] 4 22 = 4

(¢) Bei einem homogenen LGS (b= 0) schreiben wir meist nur A statt (A|0).

1 2 1 210 2
steht also fir bzw fiir Tt A
3 4 3 4

0 3z1 + 4xo
Ziel. Bestimme zu einem gegebenen LGS systematisch die Losungsmenge.

Definition 1.5.

Fine Matrix A € M(n x m) hat Zeilenstufenform, wenn der (von links gelesen)
erste von 0 verschiedene Eintrag einer Zeile von A immer weiter rechts steht, je
weiter unten sich die Zeile befindet. Zeilen, die ausschliefilich 0-FEintrige besitzen,
diirfen sich dabei nur ganz unten in der Matrix A befinden. Fin LGS (Alb) hat

Zeilenstufenform, wenn die Matriz A Zeilenstufenform hat.

Beispiel 1.6.

) 0o 3 5 -2

0@ -10 0 00 o -2
Zeilenstufenform: 0O 0 0 0 @ und | 0 0 O @ 0

0 0 0 0 0 00 0 0o

0 0 0 0 0

keine Zeilenstufenform: 0 @ 3 und

0 ) o

1.7. Losung linearer Gleichunssysteme in Zeilenstufenform

L o0 1 @())
0
0

o~ O &~

Lineare Gleichungssysteme, die in Zeilenstufenform vorliegen, kénnen leicht geldst
werden, indem man die Gleichungen (von unten beginnend) auflist und das Ergeb-
nis in die ndchsthohere Gleichung einsetzt. Eventuell kénnen in der Lisung einige

Variablen frei gewdhlt werden.
Beispiel 1.8.

(¢)

04 5|6 ~ dzy+5z3 = 6 (II)
00 612 6y = 12 (I1I)

Aus (II1) erhdlt man: zg = 2.
Setze xz in (II) ein: dxo +10 =6 < x5 = —1.



1 Lineare Gleichungssysteme
Setze xo,x3 in (I) ein: x4 —2+6=0 < x =4.

Das Gleichungssystem hat eine eindeutige Lisung, wir haben 1L = -1

(b)

-1 -1 3 310 -1 —xa+3x3+3x4 = 0 (1)
0 0 4 2|4 dos+2z4 = 4 (1)
o o oolol| 7 0 = 0 (1)
0 0 0 0]0 0 = 0 (IV)

Die Gleichungen (II1T) und (IV) sind allgemeingiiltig, sie haben damit keinen
Finfluss auf die Losungsmenge.

Aus (I1I) erhilt man: x4 = 2 — 23, x3 beliebig wihlbar.

(Ebenso maglich wire x3 =1 — %x4, x4 beliebig wihlbar.)

Wir setzen dies in (I) ein:
—xl—x2+3x3+3(2—2x3) =0 —x1—22—623+6=0 & 21 = 2x5+6x3—06.

Dabei sind xo und x3 beliebig wahlbar, die Lisungsmenge ist

To + 6x3 — 6 A+ 6u—6

A
L= 2 aazs €R S = S A pER

T3 ©

2 —2x3 2-2pu
(c)
-1 -1 3 3 0 —x1 — X2 +3x3+ 34 = 0 (I)
0 0 4 2| 4 dos+2x4 = 4 (1)
Ay

0 0 0 0O 0 = (II1)
0 0O 0 0]-3 0 = -3 (IV)

Gleichung (IV) ist unerfiillbar, damit ist L = ().
Frage. Was macht man, wenn ein LGS (noch) keine Zeilenstufenform hat?

Definition 1.9.
Gegeben sei ein LGS (Alb). Unter einer elementaren Zeilenumformung verste-

hen wir die folgenden Operationen:
(1) Vertausche zwei Zeilen:

(i-te Zeile) — (j-te Zeile)

(2) Multipliziere eine Zeile mit einer Zahl # 0 und/oder addiere ein beliebiges Viel-

faches einer anderen Zeile dazu:
(i-te Zeile) — - (i-te Zeile) + B - (j-te Zeile) (mit oo # 0, i # j)

(Beachte dabei insbesondere die Spezialfille 3 =0 sowie o = 1.)
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Satz 1.10. (Gauf3-Algorithmus)

(a) Die Lisungsmenge eines linearen Gleichungssystems dndert sich nicht unter

elementaren Zeilenumformungen.

(b) Es immer mdglich, ein gegebenes lineares Gleichungssystem durch elementare

Zeilenumformungen in Zeilenstufenform zu bringen.

Beispiel 1.11.

Kehren wir zu dem in Beispiel 1.1(a) aufgestellten linearen Gleichungssystem zuriick:

03a + 056 + 02c = 04
03c¢ + 03b + 0.7¢ = 04
0.4a + 020 + 0.1lc = 0.2

a + b + c = 1

Wir schreiben das System in Matrizdarstellung um und wenden dann die in 1.9

angegebenen Operationen an, um Zeilenstufenform zu erreichen:

0.3 05 0204

03 03 0.7]04
04 02 0.1]02
11 1|1
I 10- (1) 3 5
(II) — 10-(II)—10-(I) 0 -2 5
T arn - 30-(I11) —40- (1) 0 —14 —5|-10
(IV) — 3-(IV)—10-(II) 0 0 -4 -1
3.5 2 | 4
0 -2 5 |0
-
(I11) — (III)—7-(II) 0 —40 | —10
0 —4 | -1
3 5 2 | 4
0 -2 5 |0
- 0 —40 | =10
(IV) — 10-(IV)— (III) 0 0] o0

Nun hat das LGS Zeilenstufenform, wir kénnen vorgehen wie in Beispiel 1.8:
Gleichung (IV) ist allgemein giiltig. Aus (I1I) folgt c = %. Einsetzen in (I1I) liefert

5 )
20 = — b= -
17778
Schliefllich ergibt Einsetzen in (I)
25 1 3 1

11



1 Lineare Gleichungssysteme

Die Losungsmenge ist somit L =

W= oolut ool

Die gesuchte Speise besteht also aus 12.5% A, 62.5% B und 25% C.

Bemerkung 1.12.

Es gibt im allgemeinen viele Méglichkeiten ein LGS auf Zeilenstufenform zu bringen.
Auch kann bisweilen die Losungsmenge bestimmt werden, auch wenn das LGS noch
keine Zeilenstufenform hat. Der Gauf-Algorithmus stellt jedoch eine Lisungsmaglich-

keit dar, die sicher funktioniert und im allgemeinen sehr effektiv ist.

1.13. Lineare Gleichungssysteme mit Parameter

Ist das zu lisende LGS mit einem (oder mehreren) Parametern gegeben, so ist der
Gauf-Algorithmus immer noch anwendbar. Es ist allerdings bei jeder elementaren
Zeilenumformung darauf zu achten, dass keine Zeile mit 0 multipliziert wird. Die
Fille, in denen dies geschehen wiirde, miissen ausgeschlossen und spdter gesondert
betrachtet werden. Auch bei der Lisung des in ZSF vorliegenden LGS muss auf
Sonderfille geachtet werden. Wir betrachten dazu ein Beispiel:

Fiir eine feste Zahl a € R ist das folgende LGS zu losen:

2rx1 — x3 = 1
—2x1 4+ axg+2x3 = -1
ax1 + 2x9 = -1
2 0 -1 1
-2 a 2| -1
a 2 0] -1
0 -1 1
~ | (II) — (I +(I) 0 a 1 0
(I1I) — 2-(III)—a-(I) 0 4 a|—-a-2
(fir beliebiges a € R mdglich)
0 -1 1
~ a 1 0
(II1I) — a-(III)—4-(I1I) 0 0 a2—4|—-a®>-2a

(nur méglich, falls a # 0)

Nun ist eine Fallunterscheidung notwendig:

e Falls a # 0 ist und a® — 4 # 0 ist (das heift ’ im Fall a € R\ {-2,0,2} ‘) hat

das LGS eine eindeutige Lisung x, die man wie gewohnt durch Rickwdrt-
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seinsetzen gewinnt:

_ —a® —2a _ a
3 a?—4 a—2
a 0 o 1
axy — = Tog =
2T a—2 2T a2
2z, + =1 & 1
R T
!
a—2
Also ist L = 1
a—2
_aiQ
2 0 —-11]1
o | ImFalla=—-2|wirddas LGS2zu | 0 -2 1 |0
0 0 0|0
bas+
Man erhdlt L = %1'3 ; x3 € R beliebig
T3

e | Im Fall a = 2| ergibt die dritte Gleichung 0 = —8. Es ist L = (.
e | Im Fall a = 0| missen wir wieder an den Punkt zuriickgehen, an dem wir die

unerlaubte Zeilenumformung vorgenommen haben. Wir haben also

2 0 -1
0 0 1 0
0 4 0] -2

Obwohl dieses LGS strenggenommen noch keine ZSF hat, kénnen wir die

Lésung trotzdem leicht ablesen, es ist L = —

O N =

Dieses Ergebnis stimmt mit dem Ergebnis im Fall a € R\ {—2,0,2} dberein.
Trotzdem war es nétig, den Fall a = 0 gesondert zu betrachten, da besagte

Zeilenumformung nicht erlaubt war.

1.14. Loésungsverhalten von linearen Gleichungssystemen
An dieser Stelle wollen wir noch ein paar allgemeine Beobachtungen zur Lisungs-

menge eines LGS vornehmen.

(a) Nach Satz 1.10 kann jedes LGS auf Zeilenstufenform gebracht werden. In Bei-
spiel 1.8 kann man erkennen, dass folgende Mdéglichkeiten vorliegen:
Die Losungsmenge eines LGS ist leer, besteht aus genau einem Element oder

hat unendlich viele Elemente.

(b) Hat ein LGS weniger Gleichungen als Unbekannte (man spricht dann von einem
unterbestimmten LGS), so kann man (sofern das LGS diberhaupt ldsbar ist)

stets mindestens einee Ldsungsvariable frei wihlen. Fir ein solches LGS sind

13



1 Lineare Gleichungssysteme

dann also nur die Fdlle, dass L leer ist und dass I unendlich viele Elemente

hat, maoglich.

(¢) Ein homogenes LGS ist immer losbar, denn durch xy = ... = x,, = 0 ist offenbar
eine Lisung gegeben. Damit enthdlt die Lésungsmenge eines homogenen LGS

entweder nur den Nullvektor oder unendlich viele Elemente.

1.15. Lineare Unabhingigkeit von Vektoren

Man nennt m Vektoren

ail a21 am1

ay , Qs ey Oy = e R"

A1n a2n Amn

im R™ linear unabhiingig, wenn der Nullvektor nur auf triviale Art und Weise
als Linearkombination von aq, ..., a., dargestellt werden kann. Genauer heif$t das,
dass aus 1 -a1+ ...+ Ty - ap =0 (mit x; € R) folgt, dass x1 = ... =z, =0 ist.

Diese Vektorgleichung ist dquivalent zu dem homogenen LGS

a1 ... Q1m
an1 .. Qpm
Damit sind aq, . ..,a, genau dann linear unabhdngig, wenn dieses LGS aufler dem

Nullvektor keine weiteren Losungen hat. Hier noch einige Anmerkungen dazu:

o Ist m > n (d.h. die Anzahl der Vektoren ist grifier als die Dimension des
Raumes), so ist obiges LGS unterbestimmt und hat damit nach 1.14 (b) und

(¢) unendlich viele Lésungen. In diesem Fall sind a1, . . ., an, also immer linear
abhdngig.
o Ist einer der Vektoren a; =0, so sind ay,...,a, linear abhdngig, denn

O-ay + ... +0-a;—1 + 1-a; + 0-a;41 + ... + 0-ap, =0

ist eine nichtriviale Linearkombination des Nullvektors.

e Zwei Vektoren (in der Ebene R? oder im Raum R3) sind genau dann linear
abhingig, wenn sie parallel zueinander sind (und damit auf einer Geraden
liegen). Drei Vektoren (im Raum) sind genau dann linear abhdingig, wenn sie
in einer Ebene liegen. Allgemein lisst sich sagen, dass k-Vektoren genau dann
linear abhdngig sind, wenn sie in einem Teilraum der Dimension k —1 liegen.

(Wir wollen dies hier nicht prdizisieren.)

Beispiel 1.16.

14



(a) Betrachte

2 5 -1

-1 -1 1 4

ay = , G2 = , ag = eR
1 1 -1
0 6 2

2 5 -1
-1 -1 1
1 -1
0 6 2
2 5 -1
(I — 2-(IN+() 0 3 1
(I1I) — 2-(II1)—(I) 0 -3 —1
0 6 2
2 5 -1
03 1
T am -~ I+ an 00 0
(IV) — (IV)—2-(II) 00 0

Hier kann man schon erkennen, dass bei der Losungsmenge eine Variable frei
gewdhlt werden kann. Damit hat das LGS unendlich viele Lésungen und die
Vektoren ay,as, as sind somit linear abhdingig. Der Vollstindigkeit halber geben

wir hier noch die Lisungsmenge des LGS an. Es ist
—433‘2

L= X2 ; o €ER
*3932

Jedes Element x der Losungsmenge entspricht dabei einer Linearkombination
T1a1 + x2a9 + x3a3 = 0 des Nullvektors.

—4
Beispielsweise ist 1 € L und entsprechend ist

-3

—4a; + as — 3az = 0.

(Ein Erraten und Nachrechnen dieser (nichttrivialen) Linearkombination hdtte

ausgereicht, um die lineare Abhingigkeit der Vektoren nachzuweisen.)

(b) Betrachte

a) = 2 , Qg = 0 , az = 4 e R3.

15



1 Lineare Gleichungssysteme

(c)

(d)

16

Man kann hier ’erkennen’, dass az = 2aq ist. Daher ist
2-a3 + 0-ay + (=1)-a3=0.

Folglich sind a1, as,as linear abhdingig.

—9 4 ) -2 4
Betrachte a; = 0 as = 5 € R®. Das entsprechende LGS 0 3

liegt bereits in Zeilenstufenform vor und hat (wie man leicht sieht) nur die

0
Lésung . Daher sind ay, as linear unabhdngig.

Die Vektoren

0 -2 8 -1 2

-3 =) 2 -3 \

a; = , G2 = , ag = ay = as = cR
7 1 0 -1
4 -3 0 1

miissen linear abhdngig sein, da ihre Anzahl grifer als die Raumdimension ist
(siehe 1.15). Um jedoch tatsdchlich eine nichttriviale Linearkombination des
Nullvektors zu finden, miisste man immer noch das entsprechende homogene
LGS liosen.



2 Matrizenrechnung

2.1 Die Matrixmultipliaktion

Definition 2.1. (Produkt von Matrizen)
Seien A = (a;;)i; € M(n x 1) und B = (b;j)i; € M(I x m). Dann definieren wir
das Matrixprodukt A- B € M(n x m) von A und B durch

(A . B)iyj = aﬂblj + aigbgj + ...+ ailblj (1 <i<n,1<5< m)

Das heifit, der (i, j)-te Eintrag von A- B ist das aus der Schule bekannte Skalarpro-
dukt der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B.

2 0 1
02 -3
( 1-242-0 1-042-2 1-1+2-(—3)>

Beispiel 2.2.

2+43.0 (=1)-0+3-2 (=1)-1+3-(=3)

-2 6 —10)

, , 20 1 1 2 ) . ‘
Hingegen st ( 0 2 5 ) . < L3 ) nicht definiert. (Die Spaltenzahl der er-
sten Matriz entspricht nicht der Zeilenzahl der zweiten.)

Bemerkung 2.3.

(a) Ist A€ M(mxn) undz € R" = M(nx1), so kénnen wir A-x € R™ = M (mx1)
bilden. Durch die Multiplikation mit einer m X n-Matriz wird aus einem Vektor
der Linge n eine neuer Vektor der Linge m. Die Multiplikation mit der Matriz

A entspricht somit einer Abbildung

fa:R*" = R™,  falx)=A .

2 0 —1
Fir A= < 0 2 3 > € M(2 x 3) ist beispielsweise

T
2371 — I3
fA T2 = .
—2x9 + 3x3
Zs3
FEine solche Abbildung nennt man auch lineare Abbildung. Es gilt immer

A-(z4+y)=A-24+A-y und A - (a-z)=a (A -x)

fiir zwei Vektoren z,y € R™ und eine Zahl o € R. Auflerdem ist offenbar

A-0=0. Zu den linearen Abbildungen gehdoren beispielsweise Drehungen und

17



2 Matrizenrechnung

Spiegelungen in der Ebene oder im Raum:

W -
b

den Uhrzeigersinn) in der Ebene. Ist x = (

e Die Matrix A = < ) beschreibt eine Drehung um 30° (gegen

T
! > ein beliebiger Vektor,
Z2

1 1
ES 3 “X1 — 5 - X9
fa(@)=| 2 LA
5" X1 + b 3 +To
der gedrehte Vektor. Eine Drehung um 90° (22 3 Drehungen um 30°) erhilt

man durch Multiplikation mit der Matriz

-1
A—aaa=|" :
1 0

Allgemein ist eine ebene Drehung um den Winkel a (gegen den Uhrzeiger-

S0 st

sinn) durch die Matriz ( C(')Sa Toma gegeben.
sinae cosa
-1 0 0
e Die Matrix A = 01 0 beschreibt die Spiegelung eines Vektors
0 0 1
x1 —x1
x € R3 an der xo-x3-Ebene. Fiirx = | ist fa(z) = 9
z3 z3
Y1
(b) Ist x = (x1,...2,) € M(1 x n) ein Zeilenvektor und y = € M(nx1)
Yn

ein Spaltenvektor, so ist das Produkt © -y € M(1 x 1) = R eine Zahl und
entspricht dem bekannten Skalarprodukt

T Y=x1 Y1 +tT2 - Y2+...+Tn Yn
der beiden Vektoren. Hingegen ist y - x eine Matriz, genauer ist
Y= (Yi Tj)< j<n € M(n xn).
(¢) Fiir Matrizen (geeigneter Grifie) A, B, C' gilt stets
(A-B)-C=A-(B-0).

Warnung: Im allgemeinen gilt A- B # B - A (siehe nichstes Beispiel).

18



2.2 Inverse und Determinanten

Beispiel 2.4.
Ist A eine n X m-Matriz und B eine m x n-Matriz, so kann man sowohl A - B als
auch B - A berechnen. Allerdings ist A- B eine n X n-Matriz und B - A eine m X m-

Matriz. Aber selbst, wenn n = m gilt, kann A- B # B - A gelten. Zum Beispiel

[n) (o))
(o) (o)= (i

2.5. Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

gilt

S =

aber

oS O
N——

11 .. Qim
Es seien eine Matriz A = € M(m x n) und ein Vektor
Apl  -+- Qpm
by
b= € R™ = M(m x 1) gegeben. Wir betrachten die Gleichung
bn,
il
A-xz=0b (Lisungen sind Vektoren x = S| eR"=M(nx1)).
Ty
a1ry + ... +  a1mTm
Wegen A -z = : ist x genau dann eine Lisung
an1Tir + ..+ GumTm,

von A-x = b, wenn x eine Losung des LGS (A|b) ist. Folglich ist A-x = b eine

neue Schreibweise fir dieses LGS mithife der Matrizmultiplikation.

2.2 Inverse und Determinanten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Matrizen, bei denen Zeilenzahl und

Spaltenzahl iibereinstimmen (quadratische Matrizen).

2.6. Inverse Matrizen

0
01 ... 0

Die nxn-Matriz E,, = ' heifst Einheitsmatrix (der Grofle n).
0 0 ... 1

Sie hat die Figenschaft, dass E,, - A = A fiir alle n x m-Matrizen A und B-E, = B

fiir alle m x n-Matrizen B gilt.
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2 Matrizenrechnung

Eine quadratische Matriz A € M(n X n) heifit invertierbar, falls eine weitere

Matriz B € M(n x n) ezistiert mit

A-B=FE,=B-A.

In diesem Fall heifst B die inverse Matrix zu A. Man schreibt dann B = A1,

Hierzu wollen wir einige Anmerkungen machen:

o Falls eine Matrix invertierbar ist, so ist ihre Inverse eindeutig bestimmdt.

e FEs geniigt eine der beiden Gleichungen A-B = E, und B- A = E,, zu zeigen.
Ist eine dieser Gleichungen erfiillt, so ist es auch die andere (und folglich ist
dann B = A~1).

e Falls A, B € M(n x n) invertierbar sind, so ist auch A - B invertierbar mit
(A-B)y"'=B"1.A"1
(Die Begrindung dafiir ist einfach, es ist
(A-B)-(B'-AYHY=4.-(B-BY)-A'=4.-4"1=E,)

Weiterhin gilt offenbar E; ' = E, und (A=Y~ = A fiir eine invertierbare
Matriz A.

Beispiel 2.7.

(¢)

(b)

20

W3 -}
WRC

gen den Uhrzeigersinn beschreibt (siehe 2.3). Die inverse Matriz dazu beschreibt

Wir betrachten die Matriz A = ( ), die eine Drehung um 30° ge-

eine lineare Abbildung, die diesen Vorgang umkehrt. Es muss sich bei A™' also

um eine Drehung um 30° im Uhrzeigersinn handeln, also ist
41— cos(—30°) —sin(30°) _ W3 4 .
sin(30°)  cos(—30°) -1 V3

1 0
Das Produkt A=1- A (bzw A- A™1) ist dann die Einheitsmatriz By =

0 1
und erzeugt damit die lineare Abbildung, die einen Vektor unverdndert ldsst.

). Dann ist
X1 acl-é-xz
fB(*T)_B'< o >_< zlJQrmz ’

Die Multipliaktion eines Vektors x mit der Matrix B entspricht damit der Pro-

Betrachte weiter die Matriz B = (

= N
NI= N

jektion von x auf die 1. Winkelhalbierende. Da man aus dem Vektor B - x
nicht zuriick auf x schliefen kann, kann B nicht invertierbar sein. (Die Inverse
miisste in der Tat B - x zurick auf x abbilden.)

Mit den nachfolgenden Methoden kann man sich leicht davon tiberzeugen, dass

B tatsdchlich nicht invertierbar ist.



2.2 Inverse und Determinanten

(c) Gibt es eine Matriz C € M(2 x 2), derart dass die Multiplikation mit C' einen
Vektor x € R? auf den Vektor abbildet, den man erhdlt, wenn man x zundchst
um 30° gegen den Uhrzeigersinn dreht und dann auf die 1. Winkelhalbierende
projeziert?

Dies leistet die Matriz C = B - A, denn fiir x € R? ist
felx)=C-x=B-(A-x) gedreht, dann projeziert

——
gedreht

Man kannn C leicht berechnen, es ist

(D0 )

Der folgende Satz bringt den Invertierbarkeitsbegriff in einen Zusammenhang mit

NI= N
= N
s

(V3+1) 5 (
(V3+1)

linearen Gleichungssystemen.
Satz 2.8.

(a) Einenxn-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn das zugehdrige homogene

LGS A - x =0 nur die triviale Lésung besitzt.
(b) Falls A € M(n x n) invertierbar ist, so hat jedes LGS der Form A-x =0 (mit

einem Vektor b € R™) genau eine Lésung, diese ist gegeben durch x = A~! - b.

(Dabei ist klar, dass dies eine Lisung ist, denn es ist
Ax=A- (A1 b)=A-AYYb=E, - b=0)

2.9. Berechnung der Inversen

Wir wollen nun ein Verfahren angeben, mit dem man feststellen kann, ob eine
gegebene Matriz A € M(n x n) invertierbar ist und die Inverse gegebenenfalls auch
berechnen kann:

Man schreibt die zu invertierende Matriz A und die Finheitsmatriz nebeneinander

in eine Doppelmatriz

an1 ... QApn 1

und versucht dann, zundchst solange elementare Zeilenumformungen durchzufihren,
bis die Matriz auf der linken Seite eine obere Dreiecksmatrix ist (d.h. alle Ein-

trage unterhalb der Diagonalen sind = 0).

di * ... x|k ... %
0 do

*
0 0 d,|x* *
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2 Matrizenrechnung

Ist bei dieser oberen Dreiecksmatrixz mindestens ein Diagonaleintrag d; = 0, so ist
A nicht invertierbar.

Sind jedoch alle Diagonaleintrige in der oberen Dreiecksmatriz # 0, so ist A inver-
tierbar. Durch weitere elementare Zeilenumformungen kann man dann erreichen,

dass auf der linken Seite die Finheitsmatriz steht:

1 bll . bln

1]bpr .. bpn

Hat man dies erreicht, dann ist die Matrizc B = (b;;);; auf der rechten Seite die
Inverse von A.

Ist man lediglich an der Frage interessiert, ob A invertierbar ist (und nicht an der
Berechnung der Inversen), so kann man auch ein einfacheres Kriterium benutzen,

dass wir spdter kennenlernen werden.

Beispiel 2.10.

-3 1 2
(a) Set A= -2 0 2 | € M(3x3) gegeben. Es ist zu priifen, ob A inver-
3 -1 0

tierbar ist und gegebenenfalls ist die Inverse zu bestimmen.

-3 1
—2 0 20

3 -1 00

-3 1 1

w | (D) — 3.1 -2-(I) 0 -2 2|-2
(III) —  (IID) + (I) 0 0 2| 1

(links obere Dreiecksmatriz, alle Diagonaleintrige #0 = A invertierbar)

(I) — (I)-(II) -3 1 0] 0

~ | (II) — (II)— (II) 0 -2 0|-3
0 0 2| 1

(I) — 2-(I)+ (1) -6 0 0|-3

o 0 -2 0|-3
0 0 2| 1

1 - =i 10 i -1

~ | (D) — =1-(1) 0 1 3 -3
(II1I) — %.-(11I) 0 0 L0

22
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2.2 Inverse und Determinanten

1 _1 1
2 2 2
Somit ist A~1 = 5 -3 2
3 03
-2
Damit hat (beispielsweise) das LGS Ax = | —6 | die eindeutige Lisung
0
AN
iR
i 0 3 0 -1
1 -2 2
(b) Seinun A= | =3 1 0 | € M(3x3). Wir gehen wie in (a) vor:
-1 -3 4
1 -2 211 0 O
-3 1 0|0 1 0
-1 -3 4|0 0 1
1 -2 2|1 0
~ (I — (IH)+3-() 0 -5 63 1
(I11) — {1+ () 0 -5 6|1 0
1 -2 2 1 0
~ 0 -5 6] 3 1
(I11) — (III)-(II) 0 0 0|-2 -1 1

Da nun links eine obere Dreiecksmatriz vorliegt und dabei eine 0 auf der Dia-

gonalen steht, ist A micht invertierbar.

2.11. Determinanten

Fiir quadratische Matrizen A € M(n X n) existiert die sogenannte Determinante

det A € R. Sie kann durch folgende Regeln beschrieben werden:

b
o Fliir 2 x 2-Matrizen definieren wir det < “ y ) = ad — bc.
c

o Fir 3 x 3-Matrizen definieren wir

S

c
det f | =aei+bfg+ cdh — gec — hfa —idb

?

Q@ Q 2
S o

Als Merkregel zur Berechnung der Determinante von 3 x 3-Matrizen existiert

die Regel von Sarrus: Man schreibe die ersten beiden Spalten der Matrix
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2 Matrizenrechnung

rechts neben die Matriz, also

a b c a b
d e f d e
g h i g h

und berechnet dann die Determinante nach folgendem Schema:

Es ist zu beachten, dass diese Regel nur fiir 3 x 3-Matrizen giiltig ist.

o Auch fiir n xn-Matrizen mit n > 4 konnte man eine entsprechende Formel zur
Berechnung angeben. Allerdings enthilt diese dann n! Summanden (fir n = 4
also 24 Summanden, fiirn =5 bereits 120 Summanden, usw). Daher benutzen
wir zur Charakterisierung der Determinante die folgende Regel (Entwicklung
nach einer Zeile bzw Spalte):

Sei A € M(nxn). Firi,7 € {1,...,n} sei A;; € M(n —1,n— 1) die
Matriz, die aus A hervorgeht, indem man die i-te Zeile und die j-te Spalte

herausstreicht. Dann gilt

— Entwicklung nach der i-ten Zeile: Fiir festes i € {1,...,n} ist

det(A) = (1) - @iy - det(Ag) + ... + (1) - iy, - det(Asp).

— Entwicklung nach der j-ten Spalte: Fiir festes j € {1,...,n} ist

det(A) = (—1)1+j “G14 - det(Alj) + ...+ (—1)"+j “Qnj - det(Anj).

Damit kann beispielsweise die Determinante einer 4 X 4-Matrix berechnet wer-
den, indem man (mazimal) 4 Determianten von 3 x 3-Matrizen berechnet. Es
ist dabei sinnvoll nach einer Zeile oder Spalte zu entwickeln, in der mdglichst

viele Eintrige = 0 sind (siehe nichstes Beispiel).

Beispiel 2.12.

1 2
(a) det<3 4>_1-42-3_2,

-7 14
det( X _2>:(—7)-(—2)—14-1:0.
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2.2 Inverse und Determinanten

1 2 3
(b)det| 4 5 6 | =1-5-942-6-7+3-4-8—7-5-3—-8-6-1-9-4-2=0.
7 89
-2 -1
det 3 -1 0 = 0-(-1)-1 + (-2)-0-(-4) + (-1)-3-(=h)
-4 =5
~(~4) (-1) (<1) = (=5):0:0 = 1:3:(-2)
1 2 3 4
_ . 5 6 0 8 .
(¢) Um die Determinante von A = zu berechnen, miissen
9 10 11 12
13 0 15 0

wir nach einer Zeile oder Spalte entwickeln. Die Wahl der Zeile oder Spalte ist

dabei grundsdtzlich beliebig.

o Entwicklung nach der 1. Spalte:

det A (D) 1det Ay 4+ (1)1 -5 det Aoy
+ (—1)3+1 -9 -det A31 + (—1)4+1 -13 - det A41

= detA11 — 5'detA21 + 9~detA31 — 13~detA41.
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2 Matrizenrechnung

Dabei ist:
6 0 8
An = 10 11 12 (Streiche die 1.Zeile und die 1.Spalte)
0 15 0
detA;; = 6-11-0 + 0-12-0 + 8-10-15
—0-11-8-15-12-6—0-10-0 =120
2 3 4
Ay = 10 11 12 (Streiche die 2.Zeile und die 1.Spalte)
0 15 0
det Ay = 2-11-0 + 3-12-0 + 4-10-15
—0-11-4—15-12-2—0-10-3 = 240
2 4
Az = 6 8 (Streiche die 3.Zeile und die 1.Spalte)
0 15 0
detAz; = 2-0-0 + 3-8-0 + 4-6-15
—-0-0-4-15-8-2—-0-6-3=120
2 3 4
Ay = 6 0 8 (Streiche die 4.Zeile und die 1.Spalte)
10 11 12
detAyy; = 2-0-12 + 3-8-10 + 4-6-11

-10-0-4-11-8-2—-12-6-3 =112

Oben eingesetzt liefert dies

det A =120 — 5-det240 + 9-120 — 13-112 = —1456.

e Man kommt mit deutlich weniger Rechenaufwand aus, wenn man nach der
4. Zeile entwickelt (hier sind 2 von 4 Eintrigen = 0):

det A = (—D*.13-det Ay + (=1)*2.0-det Ay
+ (=315 det Ayz + (—1)*T .0 det Agy
—13-d€t1441 — 15-detA43.
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2.2 Inverse und Determinanten

Dabei ist:
2 3 4
Ay = 6 0 8 (Streiche die 4.Zeile und die 1.Spalte)
10 11 12
detAyy = 2-0-12 + 3-8-10 + 4-6-11
—-10-0-4—-11-8-2—-12-6-3 =112
1 2 4
Ay = 5 6 8 (Streiche die 4.Zeile und die 3.Spalte)
9 10 12
detAys = 1-6-12 + 2-8-9 + 4-5-10

-9.6-4-10-8-1—-12-5-2=0
Oben eingesetzt liefert dies
det A= —-13-det 112 — 15-0 = —1456.

2.13. Geometrische Bedeutung der Determinante

b
(a) Zweidimensional: Seien a = ( “ > und b = ( bl ) zwes Vektoren und sei
az 2

a b
! bl die Matriz mit Spalten a und b. Dann ist Dann ist | det(A)]
az 02

die Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms:

A:

In der Tat, die Fliche F des Parallelogramms berechnet sich elementargeome-

trisch als
F= (a1 + bl)(ag + bg) —aias — b1by — 2bjas = a1bs — bras = det(A)

(b) Dreidimensional: Seien a,b,c € R3 Vektoren und sei A die 3 x 3-Matriz mit
Spalten a,b,c. Dann ist |det(A)| das Volumen des von a,b,c aufgespannten

Spats. Eine einfache Rechnung zeigt, dass

det(4) =(a xb)-c
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2 Matrizenrechnung

das aus der Schule bekannte Spatprodukt der Vektoren a,b, c ist (hierbei bezeich-
net X das Kreuz- oder Vektorprodukt und - das Skalarprodukt).

2.14. Rechenregeln fiir Determinanten

Fiir beliebige Matrizen A, B € M(n x n) und die n x n-Einheitsmatriz E,, gilt

o det(A-B)=det A-detB
e detF, =1

e Falls A invertierbar ist, ist det A # 0 und es gilt det(A™') = L.

Im folgenden Satz wird klar, dass die Determinante ein niitzliches Hilfsmittel ist. Sie
kann benutzt werden, um die lineare Unabhéngigkeit von Vektoren zu priifen und
auch um festzustellen, ob eine gegebene Matrix invertierbar ist. (Der Vollstandigkeit

halber enthélt dieser Satz auflerdem auch nochmals die Ergebnisse von Satz 2.8.)

Satz 2.15.
Sei A € M(nxmn). Die folgenden Bedingungen sind dquivalent: (das heif$t: Gilt eine

der Bedingungen, so gelten alle. Gilt eine der Bedingungen nicht, so gilt keine.)

(i) det A # 0.

(i) A ist invertierbar.
(iii) Die Spalten von A sind als Vektoren im R™ linear unabhingig.
(iv) Die Zeilen von A sind als Vektoren im R™ linear unabhdngig.
(v) Das homogene LGS A -x =0 hat nur die triviale Lisung.

(vi) Fiir jeden Vektor b € R™ ist das LGS A -x = b eindeutig lisbar (und die
Losung ist x = A=% - b).

Beispiel 2.16.

Wir geben hier einige Beispiele dafiir, wie Satz 2.15 angewendet werden kann:

2 1 4
0 0 — 1
(a) Priife, ob a3 = , Gy = , a3 = , a4 = linear
3 0 1
-1 1 1

unabhdngig sind.

Wir schreiben die Vektoren in die Spalten (alternativ Zeilen) einer quadrati-
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2.2 Inverse und Determinanten

schen Matrixz und berechnen ihre Determinante:

1 2 1 4
1 2 4 1 2 1
00 -1 1
det = det 3 0 1 + det 3 0 2
30 1
-1 1 1 -1 1 0
-1 1 01

(Entwicklung nach der 2.Zeile)
= 0-24+12-(0+146) + 0-44+3—-(0+2+0)
(Regel von Sarrus)

= 0

Folglich sind a1, as,as,aq linear abhingig.
(Beachte: Dieses Testverfahren zur linearen Unabhéingigkeit kann nur angewen-

det werden, wenn die Anzahl der Vektoren gleich der Raumdimension ist.)

2 2a+1 1-a
(b) Fiir welche Zahlen a € R ist die Matriz | 2 3 0 invertierbar?

a 2a 1
Wir berechnen die Determinante der Matrix und stellen fest, wann sie # 0 ist:

2 2a+1 1—-a
det | 2 3 0
a 2a 1
= 231 4+ (2a+1)-0-a + (1—a)-2-2a
—a-3-(1—a) — 2a-0-2 — 1-2-(2a+1)
= —a*—-3a+4
= —(a+4)-(a—1)

Die gegebene Matrix ist also genau dann invertierbar, wenn a ¢ {—4,1} ist.

-1 2 3 0 1

4 -3 2 -1

(c) Bestimme die Determinante von A = 2 -1 -1 3
-21 0 0 3

-2 4 6 0 2

Da die letzte Zeile von A gerade das doppelte der ersten Zeile ist, sind die Zeilen
linear abhdngig. Es folgt det A = 0.

2.17. Berechnung der Determinante mit dem Gauf3-Algorithmus
Wir wollen nun noch eine weitere Maglichkeit aufzeigen, wie die Determinante be-

rechnet werden kann. Man beachte, dass folgendes gilt:
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2 Matrizenrechnung

(1) Ist eine Matriz in oberer Dreiecksform, also

dl *
0 do
A= 0 ,
dn—l
0 R 0 d,
so ist det(A) =dy - ...-d, das Produkt der Diagonalelemente.

(2) Ubt man auf eine Matriz die elementare Zeilentransformation

i-te Zeile ~~ «-i-te Zeile + (- j-te Zeile

(i #j, a#0)

aus, so verdndert sich die Determinante um den Faktor o (insbesondere hat der

Wert von 8 keinen Einfluss auf die Determinante).

(3) Vertauscht man zwei Zeilen einer Matriz, so dndert die Determinante das Vor-

zeichen.

Mit Hilfe dieser Regeln und dem Gauf-Algorithmus kénnen wir die Determinante

einer Matrix berechnen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.18.

Berechne die Determinante der Matriz A = )

0

W = NN

0
4
2

2

_ =W

1

Wir bringen die

Matriz durch elementare Zeilenumformungen auf obere Dreiecksgestalt und beachten
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2.2 Inverse und Determinanten

dabei, welchen Verdnderungen die Determinante unterliegt.

2 0 3
2 41 4
-1 1 2 1
03 2 1
(I) < (III) 11 2 1
2 41
~
2 0 3
3 2 1
(Determinante wird mit (—1) multipliziert)
-1 1 21
(II) — I)+3-(I) 05 10 4
- 0 2 3
0 3 1
(keine Verdinderung der Determinante)
-1 1 2
0 5 10
(III) — 5-(II11)—2- (I 00 —20
(IV) — 5-(IV)—3-(II) 00 —20 -7
(Determinante wird mit 5 - 5 multipliziert)
-1 1 2
0 5 10 4 ~
- 0 0 —20 -4
(IV) — (IV)—(III) 00 0 -14

(keine Verdinderung der Determinante)

Es ist det A = (—1)-5-(—20)-(—14) = —1400, denn A ist eine obere Dreicksmatriz.
Andererseits ist det A = (=1)-5-5-det A = —25 - det A nach den Regeln in 2.17.

Es folgt, dass det A = —j;lgo = 56 ist.

Zum Abschluss wollen wir noch auf eine weitere Moglichkeit hinweisen, wie man

bestimmte lineare Gleichungssysteme mithilfe der Determinante l6sen kann.

2.19. Cramer’sche Regel

Sei A € M(nxn) mit det A # 0 und b € R™ beliebig. Wie wir bereits wissen (siehe
T

Satz 2.15) hat dann das LGS (A|b) genau eine Liosung x = - | € R". Diese
Tn

Losung kann wie folgt berechnet werden:

Firj=1,...,n gilt x; = %, falls A; € M(n x n) die Matriz ist, die aus A

hervorgeht, wenn man die j-te Spalte durch den Vektor b ersetzt.
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2 Matrizenrechnung

Beispiel 2.20.

2

-1

-1
a) Lose
(a) < 3 5 -1

2 ) Wegendet< _; 2 ) =(=1)-(=1)=2-3=-5#£0

hat das LGS genau eine Lisung (
T2

1 ) € R2. Mit der Notation aus 2.19 ist

-12 12

-1 —-11 11

Ay = det Ay = (—=1)-5—2-3 =11 i
2 < 3 ), e 2 ( )5 3 = X2 5 5

Somit ist L. = { <

01‘: mm
N——
——

0 3 1] -2

(b) Lose | 21 —1| 0 |. Wegen
0 -1 -3| 1
0o 3 1
det| 2 1 1| = 01-(=3)+3-(-1)-0+1-2-(-1)
0 -1 -3

—0-1-1—(=1)-(=1)-0—(=3)-2-3 =160
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2.2 Inverse und Determinanten

1
hat das LGS genau eine Losung | x4 | € R®. Mit der Notation aus 2.19 ist

zs3

-2 3 1
A = 0 1 -1
1 -1 -3
det4; = (-2)-1-(-3)+3-(-1)-1+1-0-(-1)—1-1-1—(=1)-(-1)-(-2)—(-3)-0-3=4
s o= 221
16 4
0 -2 1
A, = 2 0 -1
0 1 -3
detAy = 0-0-(-3)+(-2)-(-1)-0+1-2-1-0-0-1—1-(-1)-0—(=3)-2-(=2)=-10
R
16 8
0 3 -2
A; = 2 1 0
0 —1 1
detA3 = 0-1-143-0-04+(-2)-2-(-1)—0-1-(-2)—(-1)-0-0—-1-2-3=-2
ooay = 2ol
16 8
1
1
Somit ist . = —g
_1
8
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3 Die komplexen Zahlen

3 Die komplexen Zahlen

3.1 Grundlagen

Idee: Wir suchen eine Erweiterung von R, in der die Gleichung z? = —1 lésbar ist.

3.1. Informelle Definition:

Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet und kann durch folgende

Eigenschaften beschrieben werden:

34

Es ist R C C, das heifit jede reelle Zahl ist auch eine komplexe Zahl.

Man kann zwei komplexe Zahlen addieren und multiplizieren und erhdlt als
Ergebnis eine weitere komplexe Zahl. Auflerdem sind auch Subtraktion und

Division mdglich. (Genaueres dazu siehe unten.)

Es gibt eine komplexe Zahl i € C mit i> = —1. Diese Zahl i heifit imaginire
Einheit.

Jede komplexe Zahl kann in der Form a + b -1 = a + bi mit reellen Zahlen
a,b € R geschrieben werden. Diese Darstellung ist eindeutig, das heifst, fiir
a,b,c,d € R ist a+ bi = c+ di nur méglich, wenn a = c und b = d ist.
Beispiele fiir komplexe Zahlen:

2+ 3i, V5 — %i, —% + 07 = —% (reell), 0 — V2i = —\/2i (rein imagindr)

Die Addition komplexer Zahlen ist gegeben durch
(a+bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+d)i (a,b,c,deR).

Beispielsweise ist (=2 + i) + (3 —i) = 1 — 3i und 3i + (=2 — 3i) = —2.

Die Subtraktion komplezer Zahlen ist gegeben durch
(a+bi) — (c+di) = (a—c)+(b—d)i (a,bc,deR).

Beispielsweise ist (1 + 41) — (2 — 2i) = —1 + 124

Die Multiplikation komplexer Zahlen kann man durchfihren, indem man Klam-

mern auflost und i2 durch —1 ersetzt. Man erhilt:
(a+bi) - (c+di) = actadi+bci+bdi* = (ac—bd)+(ad+bc)i (a,b,c,d € R).
Beispielsweise ist

(3+2i)-(1—i)=3-3i+2i—2>=5—1

und

i (L+i)=i+i%=—1+4.



3.1 Grundlagen

o Zur Division komplexer Zahlen verwendet man folgenden Trick. Steht (a+ib)
im Nenner, so erweitert man mit a —ib (dadurch wird der Nenner reell). Man
erhdlt fir a,b,c,d € R:

1 a—1b a—1b a b )

a+ib (a+1b) - (a —ib) T4 a2+ artp
falls a +bi #0 (& a®+b* #0) ist. Allgemein ist
c+id (a—ib)-(c+id) ac+bd ad—bc

atib @t (a—ib) @+ @yt fdlsatbiF0)

Beispielsweise ist
1 3+ 41 3+ 4 3 4

354 (3-4)-3+4i) 2 25 25

und
2—1 (2—1)-(—1—3i) _—5—51’__1_12_

“1+3i  (=1+3i)(—1—3i) 10 2 2

e Fiir die Verkniipfungen +,—, -,/ gelten die iblichen Rechenregeln.

Definition 3.2.

Ist z = a + bi eine komplexe Zahl, so heifit

(a) a = Rez der Realteil von z

(b) b=Imz der Imaginirteil von z

(¢) Z = a — bi die zu z konjugierte komplexe Zahl
(d) |z| = Va2 + b2 der Betrag von z.

Beispiel 3.3.
Firz=1—4iist Rez=1, Imz=—4, Z=1+4i und |z| = V17.
Fiir z= -3 ist Rez = -3, Imz =0, 2= —3 und |z| = 3.

Firz=1distRez=0, Imz=1, 2= —i und |z| = 1.

Satz 3.4.
Es gelten folgende Rechenregeln fiir komplexe Zahlen z,w € C.

(a) Rez =14 (2+%) und Imz = 3 (2 — %)
(b) 12> = 2%

(c) 1 == (falls = #0)
(d) |z 4+ w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung) und |z - w| = |z| - |w]

(e) z+w=2z+wW, Z-W=2%2-W, z=2.

Beweis.
Wir beweisen exemplarisch (b): Sei z = a + ib mit a,b € R. Dann gilt
2-Z=(a+1ib)-(a—ib) = a® — b%* = a® + b* = |2|%.

Die restlichen Formeln beweist man ahnlich. O
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3 Die komplexen Zahlen

3.5. Graphische Darstellung komplexer Zahlen

Man kann eine komplexe Zahl z = a + bi (a,b € R) auch als Vektor < Z ) € R?

darstellen.

+Imz=0%

|z = Va? + b2

Rez=ua

Man erkennt dabei:

o Realteil und Imagindrteil entsprechen jeweils einer Koordinate des Vektors

(man spricht daher auch von reller und imaginirer Achse).

e Der Betrag von z entspricht der Linge des Vektors.

e Die zu z komplex konjugierte Zahl Z entspricht dem an der reellen Achse

gespiegelten Vektor.

3.2 Polarkoordinaten

3.6. Polardarstellung

FEine komplexe Zahl z # 0 kann durch die Linge |z| des zugehirigen Vektors und

den von diesem Vektor und der positiven reellen Halbachse eingeschlossenen Winkel

v €10,27) (man nennt ¢ das Argument von z) eindeutig beschrieben werden.
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3.2 Polarkoordinaten

T+Imz =|z|-siny

© Bezz|z|-cosg0

T

FEs gilt also z = Rez +Imz -4 = |z| - (cos(p) + sin(¢p)i) . Diese Darstellung heifst

Polardarstellung von z. Man kann ¢ durch die Formeln

Rez . Im 2
cosp = ——, sinp = ——
|2 |2

bestimmen (hilfreich ist auch die Uberlegung, in welchem Quadranten z liegen muss,).

Wir wiederholen nun kurz, wie man Riickschliisse auf einen Winkel ¢ € [0, 27)

ziehen kann, wenn Kosinus bzw Sinus des Winkels bekannt sind.

Bemerkung 3.7.

(a) Gegeben sei eine Zahl x € [—1,1]. Gesucht ist ¢ € [0,27) mit cosp = x.
Der Graph der Kosinusfunktion :

— Cosix) y

Wir benutzen die Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7]. Man erkennt:
cosp ==x Pelem) (¢ = arccosz oder ¢ = 27 — arccos ) .

(b) Gegeben sei eine Zahl x € [—1,1]. Gesucht ist ¢ € [0,27) mit sinp = x.
Der Graph der Sinusfunktion :

T
— sinfx) y

-05TT 0,51 1,0 1517 JoTT
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3 Die komplexen Zahlen

Wir benutzen die Umkehrfunktion arcsin : [-1,1] — [=F, §]. Fine Fallunter-

scheidung ist notwendig:
o Falls x > 0 ist, gilt:

27)

. eel0 . .
sinp=x = &~ (¢=arcsinz oder p =7 — arcsinx) .

o Falls x < 0 ist, gilt:

506[<0:E>27r) (

sing =z @ =7 —arcsinz oder ¢ = 27 + arcsinx) .

Beispiel 3.8.

(a) Fiir z=1—1i ist|z| = v/2 und sinp = IT;‘Z = —%. Es ist arcsin (—%) =-7
Damit sind die Werte ¢ = %ﬁ oder ¢ = %r maoglich.
Wegen Rez > 0 und Im z < 0 liegt z im 4.Quadranten, daher ist v € (%w, 27r).

Daraus folgt, dass ¢ = %77 ist. Die Polardarstellung von z ist demnach

L= V3. (cos (}) + sin Clw) ) .

(b) Fiir z = —2++/12i ist |z| = 4 und cos p = B2 = —1. Es ist arccos (—1) = 2m.

2|

Damit sind die Werte p = %ﬂ' oder p = %77 maoglich.
Wegen Rez < 0 und Im z > 0 liegt z im 2.Quadranten, daher ist ¢ € (%w, 7r).

Daraus folgt, dass ¢ = %77 ist. Die Polardarstellung von z ist demnach

e oo (20 n (20)1).

(¢) Fiir z = —5i ist |z| = 5. Da z auf der negativen imagindren Halbachse liegt, ist

= %w. Die Polardarstellung von z ist demnach

= oo (20 i (22)1).

(d) Fiir z = % ist |z| = % Da z auf der positiven reellen Halbachse liegt, ist o = 0.
Die Polardarstellung von z ist demnach

1
Z=3 (cos (0) 4 sin (0) 7) .
3.9. Multiplikation und Division in Polarkoordinaten
Die Polardarstellung ist besonderes geeignet, um komplexe Zahlen zu multiplizieren

oder zu dividieren. Denn sind
z =|z| (cos(p) +isin(p)) und w = |w|(cos(v)) + isin(v))

in Polardarstellung gegebene komplexe Zahlen z,w € C\ {0}, so ist

Z-w

|2|[w] ((cos(¢) cos(¢) — sin(¢) sin(t))) + i(cos(¢) sin(¢) + sin(¢) cos()))
2] - [w] - (cos(¢ + ) +isin(¢ + 1))
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3.3 Quadratische Gleichungen iiber C

unter Benutzung der bekannten Additionstheoreme fiir Cosinus und Sinus. Multipli-
kation von komplexen Zahlen bedeutet also Multiplikation der Betrdige und Addition

der Argumente. Analog sieht man fir z,w wie oben, dass

Z - Il (cos(p — ) +isin(¢p —9)) .

w o |w|

Division komplexen Zahlen erfolgt also durch Division der Betrdge und Subtraktion

der Argumente.

Beispiel 3.10.
Wir betrachten

o (oo (3 i (30 wnd 5 Y van (52)
z= cos 47T sin 47r ) und w = cos 37T sin 37r i].
Dann ist

=3 (eos (Br) wsin(Zn)i) = 2 (cos (2n) +sin ()i
zrw=g-{cos| o s 7)) = os|{ 57 s 7))

Beachte dabei, dass man durch Verschieben’ um Vielfache von 2w immer erreichen

DN =

| W

kann, dass das Argument in [0,2m) liegt (dabei dndern sich cos und sin nicht).
Weiterhin ist

2 ool v (Y0 = 6 (o (132 4 (135)
w— COS 12’/T Sin 1271' 1 = COSs 12’/T Sin 127(' 1

und

3.3 Quadratische Gleichungen iiber C

Uber R gibt es quadratische Gleichungen, die keine Losungen haben (z.B. 2 = —1
und 22 + 22+ 5 = 0). Uber C ist hingegen jede quadratische Gleichung 16sbar. Wir
wollen in diesem Abschnitt ein Verfahren angeben, mit dem man die Losung(en)

bestimmen kann.

Ziel: Bestimme fiir u, v, w € C mit u # 0 alle Losungen z € C der Gleichung
uz? +vz+w=0.

3.11. Losungsverfahren fiir quadratische Gleichungen iiber C
Wir wollen nun ein vollstindiges Ldsungsverfahren fiir quadratische Gleichungen
tiber C angeben. Dabei gehen wir in mehreren Schritten vor, wobei wir zundchst

spezielle Fille betrachten und dann zur vollen Allgemeinheit ibergehen.

(a) Betrachte die Gleichung &2 = wy mit einem festen wg € C.

Falls wg = 0 ist, so hat diese Gleichung als einzige Losung & = 0.
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3 Die komplexen Zahlen

Sei nun wy # 0 mit der Polardarstellung wo = |wg| - (cos ¢ + isin ).

Die Losungen von &2 = wq sind dann gegeben durch

&1 =/ |wol - (cos% + isin %)
und
e @ e
& = —& = /|wol - (cos §+7r 4 isin §+7r .
Man beachte dabei, dass das Negative einer komplexen Zahl, den gleichen Betrag
hat, wie die Zahl selbst und ein um m verschobenes Argument (gleiche Linge,
entgegengesetzte Richtung).
(b) Betrachte nun die Gleichung z*> + vz +w = 0 mit festen v,w € C. Durch

quadratische Ergdnzung sieht man:

2 9 v\ 2 V2 v\ 2
ZH+vz+w=0 & =z +vz—|—(§) :—u;—f—Z & (z+§) = wop

mit wg = —w + “4—2. Mit dem Verfahren in (a) findet man nun die Losung(en)

+£&1 von €2 = wy. Damit konnen wir wie folgt weiterrechnen:

2
(z+%) =wy & z+§::|:§1 & z::lzfl—g.

Folglich sind die Losungen von 2% + vz +w = 0 gegeben durch z; = & — 5 und
z9=—§1— 3.
(¢) Zur Lésung der allgemeinen Gleichung uz?+vz+w =0 (u,v,w € C mitu #0)

kann man durch u dividieren und dann wie in (b) fortfahren.

Beispiel 3.12.

(a) Lése die Gleichung | (%) 2% + 2z + (3 — V/12i) = 0. Wie in 3.11 sicht man

2
2
() < z2—|—2z+(2> =-3+VI2i+1 & (z+1)?=-2+12i.

Wir suchen nun zundchst die Losungen von £2 = wy mit wg = —2++/12i. Nach

Beispiel 3.8 (b) ist
wy = cos | g7 | +sin { g )i

die Polardarstellung von wgy. Die Losungen von &2 = wq sind daher

&H=2- (Cos (?) + sin (;)w) z> =143
£y =2- (cos (‘3%) + sin (;lw) z) =—1-V3i (=-&).

(z+1)??=-24+V12i & (z—|—1:1—|—\/§i0d67’z+1:—1—\/§i>
& (z:\/gioderz:—Q—\/gi).

Die Losungen von (%) sind also z; = V3i und z9 = —2 — V/3i.

und

Also ist
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3.3 Quadratische Gleichungen iiber C

(b) Lise die Gleichung ’ (%) (2 —14)2%2 4+ (=T+6i)z+ (5 —15i) =0 ‘ Zundchst ist

(c)

die Gleichung durch 2 — i zu dividieren. Dabei ist

—T+6i  (~T+6i)(2+4) —20+5i

= = = —4 3
24 2—i)(2+1) 5 T
und
5150 _ (5-150)(2+10) _ 25250 _ .
2—i  (2-9)(2+i) 5 ’
Damit ist
(*) © 22+ (—4+i)z+(5—5i)=0
—4+i\° 15— 8i
& z2+(4+z’)z+< H) = 545+ !
& 2+1' 2— 5+3'
z Y 1.
Nun ist €2 = wy mit wy = —% + 3¢ zu losen. Dazu schreiben wir wqg in Polar-

darstellung. Es ist

o] = 1/ 22 49— 169 _ 13
WI=\V16 """ 16~ 4

Fiir das Argument @ von wq gilt ¢ € (g, 7r) (wo liegt im 2. Quadranten) und

Daher ist ¢ = arccos (—15—3) Die Liosungen von €2 = wq sind daher

13 arccos (— 2 arccos (— 2 3
& = “Z. (cos (2( 13)) + ¢sin (2( 13))) =1+ 52

und £ = =& = —1— %z Damit folgt, dass
1\> 5
(x) < <22+2i> :—Z+3i
1 3 1 3
ot ci=1424 ot ci=—1-2
& (z —|—21 —|—21 oder =z —|—2z 21)
& (=341 oder z=1-2i).
Die Lisungen von (%) sind also z1 =3+ 1 und 2o = 1 — 2.

Quadratische Gleichungen mit reellen Koeffizienten kénnen auch komplexe Losun-
gen haben, diese findet man aber erheblich leichter. Betrachte etwa das folgende

Beispiel:
P24+2245=0 & (+1)°?=-4 & z+1=42 & z=-14+2.

Hier braucht man nicht explizit die Polardarstellung.
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3 Die komplexen Zahlen

3.13. Warnung
Man beachte, dass es keine sinnvoll definierte Wurzelfunktion /- : C — C gibt.
Beispielsweise lisst sich /—1 nicht definieren, da sowohl i als auch —i als Ergebnis

in Frage kommen. Die bekannte Wurzelfunktion
V- 1[0,00) = [0,00)

macht nichtsdestotrotz Sinn, da jede nichtnegative Zahl x eine eindeutige positive

Wurzel \/z hat.

Wir haben also gesehen, dass jede quadratische Gleichung iiber C losbar ist. Allge-
meiner lésst sich sagen, dass jede polynomielle Gleichung tiber C I6sbar ist. Genauer

gilt der folgende Satz.

Satz 3.14 (Fundamentalsatz der Algebra).
Sei
p(2) = anz" +an 12"+ . a1z +ag
ein Polynom vom Grade n mit komplexen Koeffizienten ag, ..., ay,, a, # 0. Dann

zerfdllt p vollstindig in Linearfaktoren, das heif§t, es existieren komplexe Zahlen

21y...,2n (nicht notwendig verschieden), so dass
p(z)=an(z—21) ... (2 — 2zn)
gilt. Die Zahlen z1,. .., z, sind genau die Nullstellen von p.

3.15. Losung von Polynomgleichungen héheren Grades in C

Man beachte, dass Satz 3.14 zwar die Ezistenz der Losungen der Gleichung p(z) = 0
garantiert, es jedoch fiir degp > 3 im allgemeinen schwierig ist, diese Lisungen zu
bestimmen. Wir werden in den Ubungen einige Beispiele fiir Polynomgleichungen
vom Grad > 3 sehen, die geldst werden kinnen. Jedoch wollen wir kein allgemeines

Lésungsverfahren angeben. (Fiir n > 5 existiert iberhaupt kein Losungsverfahren.)
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wie wir gesehen haben beschreibt eine n x n-Matrix A eine lineare Abbildung
R" - R" x+— A-x.

In vielen Bereichen der Naturwissenschaften tritt die Frage auf, ob es Vektoren gibt,
die durch diese Abbildung auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet werden.
Mit anderen Worten: Gibt es Zahlen A € R und Vektoren 0 # x € R™, so dass

A-x=A=x
gilt. Dies fithrt uns zu der folgenden Definition.

Definition 4.1.

Sei A € M(n xn). Eine Zahl A € R heifst Eigenwert von A, falls es einen Vektor
x € R™\ {0} gibt, so dass A-x = X\ -z gilt. Ist A € R™ ein Eigenwert, so heiffen alle
Vektoren x € R™ mit A-x = \-x (also auch der Nullvektor) Eigenvektoren zu \.

Beispiel 4.2.

4 2
Betrachte die Matriz A = ( —— ) € M(2 x 2) und die Vektoren

() (1) ()
A.x:(_j), y:<—§>:2.y, Z:<_§>:z_

Damit sind Ay bzw. Az Vielfache von y bzw. z. Also sind y und z FEigenvektoren

Dann gilt

von A (zu den Figenwerten 2 und 1), x hingegen ist kein Figenvektor von A.

Frage: Wie findet man Eigenwerte und Eigenvektoren einer gegebenen quadrati-

schen Matrix?

4.3. Das charakteristische Polynom
Es sei A € M(n x n) beliebig und E,, die n x n Einheitsmatriz. Die Abbildung

pa:R—>R, A—det(A-E, — A)

ist stets (!) ein normiertes Polynom vom Grad n. Man nennt ps das charakteristi-

sche Polynom von A.
Beispiel 4.4.

4 2

(a) SeiAz( 3 1>€M(2><2).Dcmnist

A—4 =2

A) = det
Pald) ( 3 A+1

)()\4)()\+1)+6/\23)\+2.
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4 FEigenwerte und Eigenvektoren

—-11 -14 6
(b) Sei A= 9 12 —5 | € M(3x3). Dann ist
5 8 -3
A+11 14 —6
pa(A) = det| -9 A-12 5
-5 —8 A+3

= (A+11)-(A—12)- (A+3)+14-5-(=5) + (=6) - (—=9) - (—8)
—(=5)-(A—12) - (=6) — (=8) - 5- (A +11) = (A +3)-(—9) - 14
= M2

Der folgende Satz gibt an, wie man mithilfe des charakteristischen Polynoms die

Eigenwerte einer Matrix finden kann.

Satz 4.5.

Die Figenwerte einer Matriz A € M (n x n) sind genau die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms pa. Die Figenvektoren zu einem gegebenen Eigenwert A sind
die Losungen des homogenen LGS (AE, — A).

Beweis.

Fiir eine reelle Zahl A gilt:

A ist Eigenwert von A < es gibt Vektoren z # 0 mit Ax = Az

< es gibt Vektoren = # 0 mit (AE,, — A)xz =0

< das homogene LGS (AE,, — A) hat mehr als eine Loésung
2 det (\E, — A) =0

< pa(A) =0.

Beispiel 4.6.

2
(a) IstA( 1)6M(2><2),soz’st

paA) =N =33 +2=A-1(\-2)

(siehe oben). Die FEigenwerte von A sind genau die Nullstellen von pa, also
A =1 und Ny = 2.

Die Eigenvektoren zu A1 sind die Lésungen des homogenen LGS
AM—4 =2 (-3 -2 3 2
3 M+l 3 2 00/
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(b)

(c)

Z1
2
371

Die Eigenvektoren zu Ao sind die Lésungen des homogenen LGS
o4 -2\ [ -2 -2 11
3 x+1) \ 3 3 00 )

! > mit x1 € R beliebig.

Dies sind genau die Vektoren der Form ( ) mit x1 € R beliebig.

Dies sind genau die Vektoren der Form (

—x
—11 -14 6
Ist A= 9 12 -5 | € M(3x3), soist
5 8 -3
pAN) =X +2X 2 + A=A+ 1)%- )\
(siehe oben). Die Figenwerte von A sind somit Ay = —1 und Ay = 0.

Die FEigenvektoren zu Ay sind die Losungen des homogenen LGS

10 14 -6 5 7 =3 5 7 =3
ME3—A=] -9 -13 5 |~ 04 -4 |~]01 -1
-5 -8 2 0 2 -2 00 O
—ig,
Dies sind die Vektoren der Form x3 mit x3 € R beliebig.
T3

Die Eigenvektoren zu Ao sind die Losungen des homogenen LGS

11 14 -6 11 14 -6 11 14 -6
MBs—A=| -9 —-12 5 |~ 0 -6 1 |~ 0 -6 1
-5 -8 3 0 —-18 3 0 0 0
2.1‘2
Dies sind die Vektoren der Form To mit x9 € R beliebig.
6.’E2
5 8 =20
Ist A= —4 -7 20 | € M(3x3), so ist
0 O 1

A=5 =8 20

pa(A) = det 4 A7 =20
0 0 A-1
= A=5)-W+7)-A=1) — A=1)-4-(=8)
= A=1)-(N+2X1-35+32) = (A+3)-(A—1)~

Beachte: Wenn mdglich ist es sinnvoll, einen Linearfaktor —wie hier (A — 1)—

abzuspalten.
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4 FEigenwerte und Eigenvektoren

Die Eigenwerte von A sind somit \y = —3 und A = 1.

Die Eigenvektoren zu A1 sind die Lésungen des homogenen LGS

-8 -8 20 -2 =2 5 -2 =2 5
4 4 =20 |~ 0 0 —20 |~ 0 01
o 0 -4 0o 0 -4 0 00
Z1
Dies sind genau die Vektoren der Form | —xq (x1 € R beliebig).
0
Die Figenvektoren zu Ay sind die Lisungen des homogenen LGS
-4 -8 20 -1 -2 5
4 8 =20 |~
0 O 0
—2x9 + dx3
Dies sind genau die Vektoren der Form T (x2,z3 € R beliebig).
T3

Bemerkung 4.7.
Anhand Satz 4.5 und Beispiel 4.6 kénnen wir einige allgemeine Beobachtungen zu

den Eigenwerten und -vektoren einer Matrix vornehmen:

e Da das charakteristische Polynom einer n X n-Matriz Grad n hat, kann es
mazximal n Nullstelllen haben. Folglich kann eine n x n-Matriz hochstens n

FEigenwerte besitzen.

e Zu jedem Figenwert, gibt es immer unendlich viele Eigenwerte (denn das ent-
sprechende homogene LGS hat neben dem Nullvektor noch weitere Losungen,

damit hat es nach 1.14 (c¢) schon unendlich viele Lisungen).

In allen bisher betrachteten Fillen konnten wir das charakteristische Polynom vollsténdig
in Linearfaktoren zerlegen. Dies ist iiber R jedoch nicht immer moglich. Das folgende

Beispiel zeigt, dass es Matrizen gibt, die keine (reellen) Eigenwerte haben.

Beispiel 4.8.

01
Sez’A( ) 0>€M(2><2).Dannist

A -1
A\) = det =\ +1.
pa(A) (1 A)

In R hat pa keine Nullstellen (denn N\? +1 = 0 ist in R nicht lésbar). Folglich hat

die Matrix A keine reellen Figenwerte.

4.9. Komplexe Eigenwerte

Sei A € M(n xn) gegeben. Es ist mdoglich, dass das charakteristische Polynom iber
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R nicht vollstindig in Linearfaktoren zerlegt werden kann. Uber C ist dies jedoch
immer maglich (vergleiche Satz 3.14). Es kann also sein, dass es (neben eventuell
vorhandenen reellen Nullstellen von p 4 ) noch weitere in C\R gibt. Dabei gilt (analog

zu Satz 4.5): Jede Nullstelle A € C von py4 ist ein Eigenwert der Matrix A.
0

1
Beispielsweise gilt fir A = ( 0 ) € M(2 x 2), dass

paAN) =X+ 1=(N+1i) - (A—1).

Die Figenwerte von A sind also \y = —i und Ay = i.
-5 4 2
Wir betrachten ein weiteres Beispiel: Fir A= | -2 1 0 | € M(3x3) ist
-4 4 1
A+5  —4 —2
pa(A) = det 2 A—1 0
4 -4 -1
= M43 +7A+5 (ausrechnen)

A+1)- (A2 42X+ 5)  (Nullstelle raten und Polynomdivision).

Ein Eigenwert von A ist also Ay = —1. Es stellt sich heraus, dass die weiteren
Nullstellen des charakteristischen Polynoms nicht reell sind. Genauer gilt (verfahre
wie in 3.12 (¢)):

M42X+5=0 & A+1)*’=-4 & \=-1+2.
Die weiteren Figenwerte von A sind also Ao = —1 — 2i und A3 = —1 4+ 2i. Es gilt
paO) = (A 1)+ (A (1= 20) - (A~ (~1+20)).

Die zu einem komplexen Figenwert \ gehorenden Eigenvektoren liegen im C™. Man
kann sie bestimmen, indem man das LGS (AE, — A) tber C™ lost. Wir wollen dies

hier nicht weiter vertiefen.
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5 Folgen und Reihen

5 Folgen und Reihen

5.1 Vorbereitungen
In diesem Abschnitt wollen wir einige Bezeichnungen einfithren und einfache Grund-

lagen aus der Analysis festhalten.

5.1. Betragsfunktion auf R
Die Betragsfunktion auf R ist definiert durch

z , fallsz >0

||R—>[0,00), ID—>|I‘:
, falls x < 0.

—x
Sie ist multiplikativ, d.h. es gilt |z-y| = |x|-|y| und erfillt die Dreicksungleichung
[z +yl <l|z|+ 1yl (2,5 €R).

Fiir zwei reelle Zahlen x,y beschreibt |x — y| den Abstand zwischen x und vy.

5.2. Summen- und Produktzeichen

Sind a, ..., ay, reelle Zahlen (k,n € Z mit k <n), so bezeichnen
n n
Zaizak—&—...—kan und Haizak-...-an
i=k i=k

die Summe bzw das Produkt dieser Zahlen. Beispielsweise ist

4 5
Zi2:1+4+9+16:30 und

i=1 =2

1 2 3 45 1

Fiir das Summmenzeichen gelten die folgenden Rechenregeln:

zn:(li ii:bl = Z(ai ibl)
i=k

i=k ; i=k
a (i al-) = z": (o - ay)
1=k 1=k
-1 n n
Z a; + Z a; = Z a;
i=k i=l i=k
n n-+l
Zai = Z ai—; (l€Z) (Indexverschiebung)
i=k i=k+1

Entsprechende Regeln lassen sich auch fiir das Produktzeichen angeben.
Beispiel 5.3. (geometrische Summe)
Sei x # —1 eine relle Zahl. Wir wollen zeigen, dass

_ :L,n+1

n
|
1 244" = = = N
+r4at 4. 42" 4 igox T2 (n € Nop)
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5.2 Konvergenz von Folgen

ist. Man beachte dazu, dass

n n n n n+1
(1_1,)2 .’13‘122 xz_E 'TH_l:E xz_E J}Z:$O—l‘n+1:1—xn+1
=0 =0 =0 =0 i=1

gilt. Die Behauptung folgt nun mittels Division durch 1 — x.

5.2 Konvergenz von Folgen

Definition 5.4.

e Fine (reelle) Folge ist eine Abbildung a von N nach R. Statt
a:N—=R, n— a(n)

schreiben wir Folgen meist in der Form (an)nen-

o Es ist auch zuldssig, dass die Folgenglieder a, nur fir n > N definiert sind

(mit einem festen N € N). Schreibe dann (an)n>n-

o Wir benutzen auch die Abkirzung (ay),. Dabei ist N sinnvoll zu wdhlen.

Beispiel 5.5.

(a) die Folge (n)nen der natiirlichen Zahlen

(b) die Folge (%)n>1 der Stammbriiche

(c) die Folge (n?)nen der Quadratzahlen

(d) die Folge (¢")nen der Potenzen einer reellen Zahl q
(

(e) die Folge (pp)nen der Primzahlen, also po =2, p1 =3, po =5, ps=717,...

—2 , falls n gerade

n

—== , falls n ungerade

(f) die Folge (an)n>4 mit a, = {
5.6. Konvergenz von Folgen
Wir wollen uns dem Begriff der Konvergenz von Folgen zundchst durch einige

Beispiele nihern:

e Betrachte die Folge (%)n Mit wachsendem n werden die Folgenglieder immer

kleiner und kommen dabei der Zahl O beliebig nahe.

e Sei ¢ € R eine feste Zahl und a,, = c fiir alle n € N. Die Folge (ap)nen
ist dann konstant mit dem Wert c. Insbesondere kommen sie dem Wert ¢

beliebig nahe.
e Betrachte die Folge (ay,), = ("2—25)” Wir berechnen einige Folgenglieder:

3 9 1 21
a; = ag = —, a3 = a4 = —, a5 = e ,Q = — ...
1 , U2 , U3 , 4 5 ’ » 4100 407

4

ol

Die Folgenglieder werden mit wachsendem n immer kleiner und ndhern sich
der Zahl %
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5 Folgen und Reihen

. , 0 , fallsn gerade
e Betrachte die Folge (ay,), mit a, =
1 , falls n ungerade.

Die Folgenglieder wechseln stindig zwischen den Zahlen 0 und 1. Es gibt keine

feste Zahl, der sie sich anndhern.

e Betrachte die Folge (n?),,. Die Folgenglieder werden mit wachsendem n immer
grofler und wachsen dabei tber jede vorgegebene Zahl hinaus. Sie nihern sich

sozusagen dem Wert co an.
Eine exakte Definition des Konvergenzbegriffs fir Folgen ist:
e Fine Folge (ay), in R heiffit konvergent gegen einen Wert a € R, falls:
Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so dass |a, — a| < e fir alle n > ng gilt.

Die (eindeutig bestimmte) Zahl a heifst dann Grenzwert der Folge (ay,),.
Wir schreiben in diesem Fall a = lim a, oder a, —> a. Eine Folge, die
n—oo

nicht konvergent ist, heiffit divergent.

e Fine Folge (a,), in R heiffit konvergent gegen oo, falls:
Fiir alle R > 0 gibt es ein ng € N, so dass a, > R fir alle n > ng gilt.

Entsprechend heifit (a,,), konvergent gegen —oo, falls:
Fiir alle R < 0 gibt es ein ng € N, so dass a, < R fir alle n > nqg gilt.

Falls (an)n gegen oo konvergiert, schreibt man lim a, = +oo oder auch
n—oo
a, =% +oo. Man nennt (an)n dann uneigentlich konvergent oder auch

bestimmt divergent.
Im folgenden Beispiel priifen wir die Konvergenz einiger Folgen mit dieser Definition.
Beispiel 5.7.
(a) Es gilt lim 1 =0.
Beweis. Sei ¢ > 0. Wihle ng > 1. Fiir alle n > ny gilt dann

1_0’:1<
n n

1 1
no

Dieses Beispiel ist wichtig, da wir es spéter sehr oft verwenden werden, um die

Konvergenz vieler weiterer Folgen zu priifen. O

(b) Fira,=ceR (neN) gilt lim a, =c.
Beweis. Sei € > 0. Wéhle ng = 1. Fiir alle n > ng gilt dann

lap, —cl=|c—c=0<e.

Dieses Beispiel ist zwar trivial aber dennoch fiir spéter wichtig. O
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5.2 Konvergenz von Folgen

(c) Es gilt nh—{lgo ods — 1

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass

5

5

2n

2n 2

n+5 1‘_

gilt. Sei nun € > 0. Wahle ng > 2% Fiir alle n > ng gilt dann

n+95 1‘ ) ) )

—_—— s — < —
2n 2| 2n " 2np 232

=E£.

Wir werden spéter sehen, dass man in diesem Beispiel die Konvergenz der Fol-

ge leichter hétte zeigen konnen. Die direkte Anwendung der Definition ist im

allgemeinen recht umsténdlich und nur selten erforderlich. O
0 , fallsn gerade
(d) Die Folge (an)n, mit a, = J g ist divergent.
1 , falls n ungerade.
Beweis. Wenn a = lim a,, € R existieren wiirde, so wiirde zu e = % ein ng € N

2

n—oo

existieren, so dass |a, — a| < % fiir alle n > ng gilt. Das liefert
1 Co 1
|0—al < 3 und gleichzeitig |1 —a| < X

alsol=—(0—a)+ (1—a) <|0—a|+|1—a| < 3+ 3 = 1. Das kann nicht sein.
Also existiert kein solches a.
Da die Folgenglieder niemals grofler als 1 und niemals kleiner als —1 sind, kann

(an)n auch nicht uneigentlich konvergieren. O
(e) Es gilt lim n = oo.
n—oo

Beweis. Sei R > 0. Wihle ng € N mit ng > R. Dann gilt fiir alle n > ng:

n>ng > R.
O
(f) Es gilt lim —/n = —oc.
Beweis. Sei R < 0. Wihle ng € N mit ng > R2. Dann gilt fiir alle n > nq:
—Vi < —Vig < VI = —(=F) = k.
O

(9) Wir wollen noch ein weiteres Beispiel (ohne Beweis) anfiigen, um es spdter

verwenden zu konnen: Fir eine feste Zahl ¢ € R ist die Folge (¢"),,

konvergent gegen 0 , falls gl <1
konvergent gegen 1 , fallsg=1
(uneigentlich) konvergent gegen oo, falls ¢ > 1
divergent , falls g < —1
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5 Folgen und Reihen

5.8. Grenzwertsitze

Die folgenden Regeln ermdoglichen das Rechnen mit Grenzwerten. Man beachte, das

einige dieser Regeln nur unter bestimmten Zusatzvoraussetzungen gelten. Es gibt

auch Sitivationen, in denen keine allgemeine Aussage mdaglich ist. Diese Fille sind

mit 7?7 gekennzeichnet.

52

o Tabelle 1 (Summen und Differenzen)

Voraussetzungen mdagliche Folgerungen
(an)n (bn)n (a" + bn)n (an - bn)n
konvergiert gegen | konvergiert gegen || konvergiert gegen | konvergiert gegen
’ aeR ‘ beR H a+b ‘ a—b ‘
+oo beR +oo +oo
a€R +oo +oo Foo
%) 00 o0 ?
00 —00 ? 00
—00 00 ? —00
—00 —00 —00 ?

o Tabelle 2 (skalare Vielfache)

Voraussetzungen mdgliche Folgerungen
(an)n AeR (N an)n
konvergiert gegen fest konvergiert gegen
’ acR ‘ H Aa ‘
+o0 >0 +o0
+o0 <0 Foo
e Tabelle 3 (Produkte)
Voraussetzungen mdagliche Folgerungen
(an)n (bn)n (an : bn)n
konvergiert gegen | konvergiert gegen konvergiert gegen
| a€R | beR [ a-b |
+oo beR, b>0 +oo
+oo beR, b<0 Foo
+o0 0 ?
00 00 00
6%) —00 —00
—00 00 —00
—00 —00 00

o Tabelle 4 (Quotienten)

Hier wird immer vorausgesetzt, dass b, #0 (n € N) ist.



5.2 Konvergenz von Folgen

Voraussetzungen mdogliche Folgerungen
(an)n (bn)n (%)n
konvergiert gegen | konvergiert gegen konvergiert gegen
a€eR beR\ {0} 7
00 ., falls by, >0 (n > ny)
a>0 0 —00 , falls b, <0 (n > ngp)
ist divergent | sonst
—00 ., falls b, >0 (n > ny)
a<0 0 00 , falls b, <0 (n > ngp)
ist divergent , sonst
0 0 ?
aeR +o0 H 0
+oo b>0 +oo
+oo b<0 Foo
+o0 , falls by, >0 (n > ngp)
+oo 0 Foo , falls b, <0 (n > ngp)
ist divergent |, sonst
T e | e | ;

o Tabelle 5 (Wurzeln)

Hier wird immer vorausgesetzt, dass a, > 0 (n € N) ist.

Voraussetzungen || mdgliche Folgerungen

konvergiert gegen konvergiert gegen

(a’”)” (\/a)n

|

I

|

x| x |

Im folgenden Beispiel zeigen wir, wie die Grenzwertsitze angewendet werden kénnen.

Beispiel 5.9.

(a) Wir betrachten nochmals die Folge (i) . Es gilt

2n

n+5 1+2 0 140 1
= - — = —

omn 2 2 2

nach den Grenzwertsdtzen und Beispiel 5.7 (a) und (b). Dies bestitigt das Er-

gebnis aus 5.7 (c).

(b) Betrachte die Folge (,/%) . Es gilt

8n2+3n+1 _ |n?(8+ 7+ ) 8+2+L o [8+0+0
= — _—
2n? + 2 n2 2+ 2+ 240
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5 Folgen und Reihen

(¢) Betrachte (M) . Es gilt

n24+3
-2 +3n—5 nd 2435,
T 82+d w2 §r L ™
~—~ n?
=n—oo —240-0_ 1
80 14

(d) Manchmal muss man zundchst geschickt umformen, bevor man die Grenzwertsdtze
anwenden kann. Bei der Folge (\/W— \/ﬁ)n kann man die Grenzwertsditze
nicht direkt anwenden (keine Aussage bei oo — o0). Man erkennt aber durch
Erweitern mit v/n + 1+ \/n, dass

\/m_\/ﬁ _ (W*\/ﬁ)(\/mJF\/ﬁ)
Vnt+1+/n

1
vn+144/n

n—oo ]-

1 1
= _— 0.7 —
\/; 1_|_l+1 V1I+0+1

(e) Betrachte die Folge (%) . Schreibt man w = L .sin(n) um, so konver-

=1
giert der erste Faktor gegen 0, der zweite Faktor ist jedoch divergent. Man kann

hier also die Grenzwertsdtze nicht anwenden.
Von grofiem praktischen Nutzen ist die folgende als Einschachtelungsprinzip (oder
’Quetschlemma’) bekannte Uberlegung:

Satz 5.10.

Seien (an)n, (bn)n und (x,), Folgen, derart dass ein ng € N existiert mit

Dann gilt: Falls (an)n und (by)n gegen den gleichen Grenzwert x € R konvergieren,

so konvergiert auch (x,), gegen x.
Beispiel 5.11.
(a) Betrachte die Folge (W) . Es gilt

1 < sin(n)

< (n € N)

3
3=

n

und lim, _ o :I:% = 0. Daher folgt mit dem FEinschachtelungsprinzip (Satz 5.10)

lim sin(n)

n— 00 n

=0.

(b) Betrachte die Folge (3% ), . Man kann zeigen, dass 2" > in? (n € N) ist. Also

n—oo n n

0"=® 0< +— =

gilt. Mit dem Einschachtelungsprinzip folgt lim o = 0.
n—oo
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5.3 Differenzengleichungen

Der Teil (b) des obigen Beispiels zeigt, dass die Exponentialfolge 2™ zur Basis 2
'viel stédrker’ wéchst als die Folge der natiirlichen Zahlen. Dieses Prinzip gilt viel

allgemeiner:

Satz 5.12.
Sei q eine reelle Zahl mit |q] < 1 und sei k € Ng. Dann gilt

lim ¢"n* = 0.
n—oo

5.3 Differenzengleichungen

5.13. Rekursiv definierte Folgen
FEine Folge kann definiert werden, indem man einige (wenige) Folgenglieder und eine
Vorschrift (Differenzengleichung) angibt, mit der man die weiteren Folgenglieder

aus den bereits bekannten berechnen kann. Hier sind einige Beispiele:

e Seiagy=2, a1 =5und a, = —3-ap—2+2-a,_1 fiirn>2. Man berechnet:

a=2, a1 =5 ap=-3-2+2-5=4, a3=-3-5+2-4=—7, ...

o Seia; =3 undanz%fdrnzl Man berechnet
3 3 3 3
a1 =3, a=—=,a3=—, Q4 = —, ...
1 B 2 27 3 47 4 87

und stellt fest, dass a,, = 2,1% (n > 1) ist. Fiir diese rekursiv definierte Folge

ist es also leicht moglich eine geschlossene Formel anzugeben.

Wir wollen im folgenden untersuchen, ob (und gegebenenfalls wie) man fiir rekursiv
definierte Folgen eine geschlossene Formel bestimmen kann. Dazu betrachten wir

zunichst das folgende Beispiel.

Beispiel 5.14.

Minnliche Bienen (Drohnen) schliipfen aus dem unbefruchteten Ei einer Bienenkdni-
gin, wihrend aus den befruchteten Eiern die Kéniginnen (oder die weiblichen Ar-
beitsbienen) schliipfen. Fine Drohne hat also nur ein miitterliches Elternteil, wihrend
eine Konigin zwei FElternteile hat. Die Frage ist nun: Wieviel Vorfahren hat eine
Drohne in der n-ten Generation?

Der ’Stammbaum’ der Drohne sieht wie folgt aus:

%)



5 Folgen und Reihen

10
<°=a
Q—+0
e \“‘c.—«o::‘g
4D
il
=
G—0
=a
--..__,q_ﬂo
,.—*O
~q
__40
~q
—~q—0

..-"'"'0

O
__..-r"'
/'0"‘"-.
\q—ao""
<0
-
S~
+0
q—0_

qQ—0

Damit ergibt sich:

Generation | weibliche Vorfahren | mdnnliche Vorfahren | Vorfahren gesamt
0 0 1 1
1 1 0 1
2 1 1 2
3 2 1 3
4 3 2 5
5 5 3 8
6 8 5 18

Bezeichnet a,, die Anzahl der Vorfahren in der n-ten Generation, so erkennen wir,
dass ag = 1, a1 = 1 und ay, = an_1 + an_o fir alle n > 2 gilt. Die so definierte
Folge heifit (nach ihrem Entdecker) Fibonacci-Folge.

Wir wollen im Folgenden eine geschlossene Formel fiir die Fibonacci-Folge und ge-

wisse weitere rekursiv definierten Folgen herleiten.

Definition 5.15.
Seien ag, . ..,ax—1 € R vorgegeben und (ay,), definiert durch die lineare Differen-

zengleichung

Gp = C1Ap_1 + C2Gp—2+ ...+ Cpan_t (n>k)
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5.3 Differenzengleichungen

mit (festen) reellen Zahlen ¢1,...,cp € R. In diesem Fall nennt man (an), eine

linear rekursiv definierte Folge der Ordnung k.

Beispiel 5.16.

(a) Seiag =1 und ap, =2-apn_1 (n >1). (Esist also k = 1 und ¢y = 2.) Eine
geschlossene Formel fiir diese Folge (an)n ist offenbar a,, = 2™.

(b) Fiir die Ordnung k = 2 und ¢; = co = 2 erhalten wir die Rekursion
ap, = Qp-1 + Gp—o (N >2).
Mit den Startwerten ag = a1 = 1 liefert dies die Fibonacci-Folge.

5.17. Herleitung einer geschlossenen Formel

Wir wollen nun nach einem Verfahren suchen, mit dem wir fir linear rekursiv
definierte Folgen, eine geschlossene Formel herleiten kénnen.

1.0rdnung: ag, ¢ gegeben, Rekursion: a, = ¢+ Gp_1.

Dann ist an, = ap - " (n € N).

Beispielsweise erhdlt man fir ag = 8 und a,, = % - Qy—1 die Formel

1 n
an=8-<2> =206="  (peN).

2.0rdnung: ag, a1, c1,co gegeben, Rekursion: a, = c¢1 - ap_1 + T2+ ap_2.
Wir machen den Ansatz a,, = a-x™ mit einem festen Wert x € R. Durch Finsetzen

in die Rekursion erhalten wir

2 2 2

az” = claz" '+ ar"? o 2l =cix+c o 22—z —co=0.

Diese Gleichung 2 — c1x — ca = 0 heifit charakteristische Gleichung der Dif-
ferenzengleichung.

FEs sind nun drei Fille zu unterscheiden:

(1) Die charakteristische Gleichung hat zwei verschiedene Lisungen x1,x2. Dann
kann a,, als
a, = axy + Py (n €N)

geschrieben werden, wobei sich o und 3 aus den Anfangswerten mittels

a + B = a

ar; + Pra = ap

errechnen. Beispielsweise sei
ap=3, a1 =1 und a,=2a,_1+3a,_2 (n>2).

Die charakteristische Gleichung ist dann 2 — 2x — 3 = 0 und hat die zwei

Losungen x1 = —1 und xo = 3. Wir haben also

ap =a-(-1)"+p5-3"
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(2)

(3)

o8

mit geeigenten Werten a, 8 € R. Die Startwerte liefern die Gleichungen

a + p[f = 3
—-a + 36 =1
Lost man dies, so erhdlt man o =2 und 3 = 1. Es gilt also

ap=2-(-1)"+3" (neN).

Die charakteristische Gleichung hat eine (doppelte) Losung x € R. Dann kann
a, als
an = az™ + pnz" = (a+ fn) - 2" (n €N)

geschrieben werden, wobei sich « und B aus den Anfangswerten mittels

« = Qq

ar + fxr = a
errechnen. Beispielsweise sei
ap=1,a1=0 und ap,=4an_1—4a,—2 (n>2).

Die charakteristische Gleichung ist dann x> — 4z + 4 = 0 und hat die doppelte

Losung x = 2. Wir haben also
Gn = (Oé-i—ﬁ'fl) 2"

mit geeigenten Werten «, 3 € R. Die Startwerte liefern nun o = ag = 1 und
2-(a+0)=a1 =0, also § = —1. Damit ist

ap=(1-mn)-2" (neN).
Die charakteristische Gleichung hat keine reellen Lisungen. Dann kann man

genauso wie in (1) vorgehen, indem man die komplexen Lisungen xq1,x5 € C

bestimmt und die Koeffizienten a, 8 € C berechnet. Beispielsweise sei
ap=2, a1 =—-2 wund a,=2apn_1—ban_o (n>2).

Die charakteristische Gleichung ist dann x? — 2z +5 = 0 und hat keine reellen
Losungen. iber C findet man jedoch die Lisungen x1 =1+ 2i und xo = 1 — 2.
Damit haben wir

an = a-(1+20)" + 3 (1—2i)".

Die Startwerte liefern das Gleichungssystem

a + 16 2
(1+2)-a + (1-2)-8 = -2

Ldst man dieses, so erhdlt man o = 1+14 und 8 =1 —1i. Damit ist

an=(1+i)-(14+2)"+(1—i)-(1—2)" (neN).



5.4 Reihen

Man beachte, dass diese Zahlen a, (n € N) allesamt in R (sogar in Z) liegen
miissen. Dies erkennt man an der rekursiven Definition der Folge.

héhere Ordnung: siehe Ubungen

Beispiel 5.18. (Fibonacci-Folge)

Die charakteristische Gleichung der Fibonacci-Folge lautet
2> —z—-1=0.
Sie hat zwei Lisungen

xlzé(l—k\/S) und :cz:%(l—\/g).

Wir miissen also den oben beschriebenen Fuall 3 anwenden und finden die Zahlen

')

Die gesuchte geschlossene Form der Fibonacci-Folge lautet also

a, B als Losungen des linearen Gleichungssystems

( 1 1
3 (1+v5) 5(1-v5)

: ; _ 1 _ 1
Der Gauf-Algorithmus liefert o = = und 3 = -

V5

ap = —=
V5 2 2 V5 2n

5.4 Reihen

Anschaulich gesprochen sind Reihen unendliche Summen, etwa

i 1 k—1+1+1+1+i+
= \2 B 2 4 8 16 7

Berechnet man nur die Summen der ersten n Summanden, so erhélt man
1,1.5,1.75,1.875,1.9375,1.96875, . . ..
Das legt die Vermutung nahe, dass die unendliche Summe den Wert 2 ergibt.

Definition 5.19.

Sei (ak)r>k eine Folge in R. Die Folge (sp)n>k der n-ten Partialsummen

n
Sp = g ar =axg +as+ ...+ a,
k=K

o0
nennt man (unendliche) Reihe und schreibt dafir >, ax. Ist die Folge (sp)n kon-
k=K
vergent mit lim s, = s € R, so schreibt man

n—oo
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(oo}
und nennt s den Wert der konvergenten Reihe Y ay. Ist die Folge (sy,), divergent,

k=K
o0
so heifst die Reihe > ay, divergent. Ist die Folge (sy,), bestimmt divergent gegen oo
k=K

o0
(oder —o0), so schreiben wir > ap = 0o (oder —oc0). (Man beachte, dass eine un-
=K
endliche Reihe nur dann konvergiert, wenn die Partialsummenfolge im eigentlichen
Sinn konvergiert.)

Beispiel 5.20.

(a) Die Reihe Y. q* heifit geometrische Reihe. In diesem Fall kennen wir eine
k=0

geschlosseneiFormel fir die Partialsummen (siehe 5.3). Es gilt

n . 1_q'n,+1 )
sn=> q" = g (giltig fir g #1).

Fiir die Konvergenz der geometrischen Reihe ergibt sich: fir |q| < 1 konvergiert

die geometrische Reihe, und es gilt
o0
1
Z T = 1—q
k=0
Ist |q| > 1, so divergiert die geometrische Reihe. Fir g > 1 divergiert die
geometrische Reihe bestimmt gegen oco.

(b) Ohne Beweis: Die Reihe der Stammbriiche (sog. harmonische Reihe) divergiert
bestimmt. Es gilt

= Q.

El i

k=1
(¢) Es gilt
>yt
i R+ 1)

Denn: die n-te Partialsumme s,, ist

- 1 " /1 1
5"_,;1@(19“) - ;(k_kH)

= 171+1,1+1+. lf 1
2 2 3 3 n n+1

_ 1

N 1

Also gilt
. S |
nlingo sp, =1, also ; m =1.
Bemerkung 5.21.

(a) Ist (ax)r>K eine Folge in R mit ay, > 0 fiir alle k > K, so ist Y aj, entweder
k=K

(o] [e.°]
konvergent mit > ar = a € R oder bestimmt divergent mit >, aj = 0.
k=K k=K
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o)

(b) Die Konvergenz einer Reihe > ap hingt nicht vom Startwert K ab (der Rei-
k=K
henwert natiirlich schon).
5.22. Rechenregeln fiir konvergente Reihen
Da Reihen spezielle Folgen sind, tbertragen sich einige Rechenregeln fiir Folgen

(Grenzwertsitze usw.) sinngemdfS auf Reihen. Dabei gilt:

o0 o0
Sind Y ar und Y by konvergente Reihen und ist ¢ € R eine Konstante, so sind

k=K k=K
auch die Reihe Y (ap +br), >, (ar —bg) und Y (cap) konvergent und es gilt
k=K k=K k=K
Z(akibk):ZakiZbk und Z(cak):cZak.
k=K k=K k=K k=K k=K

Warnung: Entsprechendes gilt nicht fir Produkte und Quotienten.

In vielen Fillen ist es sehr schwierig die Partialsummenfolge zu berechnen. Statt-
dessen gibt es zahlreiche Kriterien, die man anwenden kann, um zu priifen, ob eine
Reihe konvergiert oder nicht. Man beachte, dass man dadurch alllerdings keine Er-

kenntnisse tiber den Reihenwert gewinnen kann.

Satz 5.23.
o0

Sei > ay, eine konvergente Reihe. Dann gilt lim aj, = 0.
k=K k—oo

Das heifit, wenn die Folge (ay)r nicht gegen Null konvergiert, dann muss die Reihe
o0

> ay divergent sein. Die Umkehrung von Satz 5.23 ist im allgemeinen falsch (siehe
k=K
Beispiel 5.20(b), harmonische Reihe). Falls (a) also eine Nullfolge ist, kénnen wir

(erstmal) nichts iiber die Konvergenz der Reihe aussagen.

Beispiel 5.24.
Betrachte die Reihe %. Wegen
k=3

— % ke 120 1
2
k

1
6(k—2) 6(1-2) 6(1-0) 6

ist (%)k keine Nullfolge. Daher ist kgg ﬁ divergent.

5.25. Absolute Konvergenz von Reihen

Fine Reihe > ay heifit absolut konvergent, wenn die Reihe diber die Betrige
k=K

o0
> |ak| konvergiert. Wir wollen dazu einige Anmerkungen vornehmen:
=K

e Sind alle ar, > 0, so gibt es keinen Unterschied zwischen Konvergenz und

absoluter Konvergenz.

o Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Die Umkehrung ist im allgemei-
nen falsch (siche Beispiel 5.34).
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5 Folgen und Reihen

5.26. Majoranten-/Minorantenkriterium

(a) Seien (ax)r und (by)y Folgen, es gelte by, > 0 und
lag] <bp (k> ko).

o0
Dann gilt: Falls > by konvergent ist, so ist
=K

[&.°]
> ax absolut konvergent (und
k =K

k

o0
somit insbesondere konvergent). Die Reihe Y by heifst konvergente Majo-

o0
rante zu Y, ai.
k=K

(b) Seien (ag)r und (bg)r Folgen, es gelte

[ee] [e.e]
Dann gilt: Falls Y by divergent ist, so ist auch Y, aj divergent. Die Reihe

k=K k=K
(o ] o0
> by heifit divergente Minorante zu Y ay.
k=K k=K
Beispiel 5.27.
o0
(a) Die Reihe kgl 7z konwergiert, denn es gilt 7z < ﬁ fiir alle k € N (nach-

rechnen!), und nach Beispiel 5.20(c) ist > m konvergent.
k=1

(b) Die Reihe Y & ist konvergent, denn es gilt 25 < 75 fir alle k € N.
k=1

k4 k2
(¢) Die Reihe ﬁ ist divergent, denn es gilt ﬁ > % fir alle k € N, und nach
k=1

o0
Beispiel 5.20(b) ist Y 1 divergent.
k=1

5.28. Konvergenzverhalten der Reihe iiber k* mit o € R

e Fulls a > 0 ist, ist k® keine Nullfolge, daher ist > k® divergent.
k=1

o Falls 0 > a > —1 ist, ist k* > k=! (k > 1). Nach dem Minorantenkriterium
o0
und Beispiel 5.20(b) ist folglich > k® divergent.
k=1

o Fualls —2 > « ist, ist k* < k=2 (k > 1). Nach dem Majorantenkriterium und
Beispiel 5.20(c) ist folglich > k* konvergent.
k=1
[ee]
o Fulls =1 > o > —2 ist, ist Y k* konvergent (ohne Beweis). Beispielsweise

k=1

(oo}
; _1_
18t ];::1 o/ konvergent.

oo
Insgesamt: > k® konvergent & a < —1.
k=1

5.29. Quotientenkriterium

Sei (ag)r>k eine Folge mit ay, # 0 fir alle k > K. Es existiere ein ko € N und ein
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5.4 Reihen

o0
< q fir alle k > ko gilt. Dann ist ) ag
k=K

0 < g <1 mit der Figenschaft, dass

Ak+1
ag

absolut konvergent (insbesondere konvergent).

Bemerkung 5.30.

(a) Die Voraussetzung des Quotientenkriteriums

es gibt kg € N und 0 < g < 1 mit <qfu7’allek>k0

ak+1

ist immer erfillt, wenn klim <1 ist.

(b) Warnung: Das Quotientenkriterium ist nicht unbedingt anwendbar, wenn nur
o0

% < 1 fir alle k € N gilt. Betrachte etwa die harmonische Reihe Y 1.
: k=1

1

oo
k+1 < 1 fiir alle k € N, aber kzl % ist divergent.

Dann gilt sicher |*:| =

Beispiel 5.31.

(a) Betrachte die Reihe g—: Wegen
k=0

(k+1)°
( w+1) (k153 1 ( 1 )5kﬂ@>1 ( 1 )5__1
=3 5

e = = — ) =2<1
(&) k5 - 3k+1 1+ 1 140 3

(o]
ist Y g—z nach dem Quotientenkriterium (absolut) konvergent.
k=0

k

o0
(b) Seix € R fest. Dann ist die Reihe ) 77 absolut konvergent, denn:
k=0

() |_ o
(TS |1k |z]  k—oo
= = 0<1.
(%’7) (k+D|zlF k+1

Die Reihe
¥
exp(z E:;*
k=0
ist also fiir alle x € R (oder x € C) konvergent. Sie wird allgemein als Exponen-

tialreihe bezeichnet. Man kann zeigen, dass exp(x) = e gilt, wobei e = 2.71 ...
die Eulersche Zahl bezeichnet.

Bemerkung 5.32.
Sei ap, 0 (k> K).

e Fulls also lim |*:EL| < 1 ist, ist Z ay absolut konvergent.
k—oo | Ok k=K
ak+1

e Fualls lim

k—o0

> 1 ist, kann man sich leicht dberlegen, dass (ay)r keine

Nullfolge sein kann. Daher ist in diesem Fall > ay, divergent.
k=K
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5 Folgen und Reihen

e Falls lim GZ—::I =1 ist (oder falls dieser Limes nicht existiert), kénnen wir
—00
o0
(erstmal) keine Aussage iiber die Konvergenz von . ay machen.
k=K

5.33. Leibniz-Kriterium

Sei (ar)k>K eine monoton fallende Folge (d.h. es ist apy1 < ay fir k > K) mit
klim ap = 0. Dann ist die Reihe Y. (—1)Fay konvergent (aber micht unbedingt ab-
—00 k=K

solut konvergent).
Beispiel 5.34.

(a) Das Leibniz-Kriterium liefert sofort, dass die sogenannte ’alternierende har-

o0
monische Reihe’ Y (—=1)F1 konvergiert, denn es ist = < 1+ (k > 1) und

k+1
k=1
klim % = 0. Diese Reihe ist nicht absolut konvergent, denn es ist
— 00
o0 o0
1 1
o _
R IEES
k=1 k=1

(harmonische Reihe, siehe 5.20(b)). Wir haben damit also das angekindigte

Beispiel einer konvergenten, aber nicht absolut konvergenten Reihe.

(o)
(b) Betrachte Y (—1)* &L . Es gilt
k=1

k+l _ ETgz k=00 040 _
R2HT T 1tk — 0 =0
(k+D+1 - kil
(k+D2F1 = k241
zeigen)

(k € N) (dies kann man durch Aquivalenzumformungen

Nach dem Leibnizkriterium ist folglich k2—31(_1)k /52111 konvergent.
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6 Elementare Funktionen und Stetigkeit

6.1 Elementare Funktionen

6.1. Polynome und gebrochen rationale Funktionen

(a) Fine Funktion der Form

n

p:R—R, p(x):Zaixi (n €N, ag,...,a, fest)
i=0

heifst Polynomfunktion oder ganzrationale Funktion.

Ist a,, # 0 in obiger Darstellung, so heifst n = degp = Grad p der Grad von p.

(b) Sindp =3 a;z’ und g =Y bjz? Polynomfunktionen, so heift die Funktion
i=0 §=0

p

FOR\{r R q(2) =0} ~ R, f(z) = A7)
eine gebrochen rationale Funktion.

Beispiel 6.2.

Fir f :R\{-1,1} = R, f(z)= % sieht der Graph von f folgendermajflen

aus:

%,%.0

6.3. Die Exponentialfunktion

Nach dem Quotientenkriterium ist fir alle reellen Zahlen v € R die Reihe

o0 xk
exp(z) = Z Tl
k=0

konvergent (siehe Beispiel 5.31). Sie heifst Exponentialreihe. Die Funktion
exp: R — R, z+— exp(x)
heifst Exponentialfunktion.

Sie hat folgende Eigenschaften:
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6 Elementare Funktionen und Stetigkeit

(1) Funktionalgleichung: Fiir alle x,y € R gilt

exp(z + y) = exp(z) exp(y).

(2) Es gilt exp(0) = 1. Mit (1) folgt, dass Wl(x) = exp(—2x) fir alle x € R gilt.
(3) Es gilt exp(x) > 0 fiir alle x € R.
(4) Die Ezponentialfunktion exp : R — (0,00) ist streng monoton wachsend.

(5) Die Zahl e = exp(1) = Y ;7 1 = 2.71... heift die Eulersche Zahl.

(6) Graph der Ezponentialfunktion:

6.4. Die Logarithmusfunktion
Die Umkehrfunktion der Funktion exp : R — (0,00) heifst die (natiirliche) Loga-

rithmusfunktion und wird mit log : (0,00) — R bezeichnet. Eigenschaften:
(1) Es gilt log(exp(z)) = « fir alle x € R und exp(log(y)) =y fiir alle y € (0, 0).
(2) Funktionalgleichung des Logarithmus: es gilt

log(zy) = log(z) + log(y)

fiir alle z,y € (0,00).
(3) Ferner gilt

log(1) =0 wund log(e) =1.

(4) Die Logarithmusfunktion log : (0,00) — R ist streng monoton wachsend.

(5) Graph der Logarithmusfunktion:
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6.1 Elementare Funktionen

N

IS & N = o

&

Ll Ty

6.5. Exponential-und Logarithmusfunktionen zu beliebiger Basis

Fiir eine positive Zahl a > 0 heifit die Funktion
R - R, z+ a® =exp(z-log(a)) (zr€R)

Exponentialfunktion zur Basis a. Insbesondere ist e* = exp(x). Die Funktion

R — (0,00) , z+ a”

15t
e streng monoton wachsend, wenn a > 1

e konstant 1, wenn a =1

e streng monoton fallend, wenn a < 1.
Rechenregeln:
a®=1. a'=a, "V =0d"¢ und (a*)Y=a"Y (z,y€R).
Fiir a # 1 wird die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basis a als Loga-

rithmusfunktion zur Basis a bezeichnet, geschrieben log, : (0,00) — R. Insbe-

sondere ist dann log = log,.

Rechenregeln: Es gilt

log,1 =0, log,a =1, log,(xy) = log,(z)+log,(y) und log,(z") =rlog,(z) (x,y>0,r €R).

Anmerkung: In der Literatur findet man hdufig auch die Schreibweisen
In =log =log, und lg=Ilog.

Beispiel 6.6. (exponentieller Zerfall)
Nach dem Tod eines Lebewesens zerfillt das radioaktive Kohlenstoffisotop Cr4 mit
einer Halbwertszeit von 5370 Jahren. Wie alt ist eine Mumie, bei der der C14-Gehalt

auf 35% des zum Todeszeitpunkt vorhandenen Ci4 abgesunken ist?
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6 Elementare Funktionen und Stetigkeit

Sei Go der Ci4-Gehalt bei einem lebenden Menschen. Der Gehalt nach t Jahren
nach dem Tod berechnet sich als G(t) = G - a* mit einem geeigneten a. Um dieses

zu berechnen, benutzen wir, dass
Go - a3 = G(t +5370) = 0.5 - G(t) = 0.5- Gy - a'
fir alle Zeiten t gilt. Unter Benutzung der Potenzgesetze folgt
Go-a'-a®®°=05-Gy-at  baw. a® =0.5.

Durch Logarithmieren erhalten wir

53701og(a) = log(a™™) = 10g(0.5)  bzw. a=exp (10g(0'5)> :

5370
Um die Aufgabe zu ldsen, suchen wirt so, dass G(t) = 0.35- Gy gilt, d.h.

Go-at=035-Gy bzw. af=0.35.

Logarithmieren fiithrt erneut zu

log(0.5)
. = . 1 == 1 . .
t =370 t - log(a) = log(0.35)
Wir erhalten log(0.35)
0g(0.
t= — _~ ~ &1
5370 T02(05) 8133

Jahre als das Alter der Mumie.

6.7. Die trigonometrischen Funktionen:

Wir wollen die Funktionen
. T w3
sin:R—R, cos:R—R und tan.R\{...,—27—2,2,2,...}—>R

als bekannt voraussetzen.

6.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

6.8. Grenzwerte von Funktionen:

(a) Sei f : D — R eine Funktion auf ihrem Definitionsbereich D C R. Ein Wert
a € RU{+£oo} heifit in D approximierbar, wenn es eine Folge (x,,), in D
gibt mit x, =3 . Grundsitzlich sind alle Punkt aus D selbst natirlich in D
approzimierbar (durch die konstante Folge).

Fiir ein offenes Intervall I = (o, B) (mit Grenzen o, 8 € RU{£oo} und ¢ < d),
so sind zusdtzlich auch die Werte o und 3 in I approzimierbar. Dabei kann o

zum Beispiel durch die Folge (a + %) i I approximiert werden .

n

Beispiele:
e Fiir D =(—2,00)\ {1} sind alle rellen Zahlen a > —2 und der Wert +oo

in D approzimierbar.
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6.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

e Fir D =R\ [-2,2] sind alle Werte in [—oo, —2] und alle Werte in [2, c0]
in der Menge D approximierbar.

(b) Sei nun f : D — R eine Funktion und a € R U {£o0} ein Wert, der in D

approximierbar ist. Wir definieren fiir einen weiteren Wert ¢ € RU {£o00}

lim f(z) = c|, falls: Fiir jede Folge (xy), in D mit x,, — a gilt f(x,) — c.

r—a

Beispiel 6.9.

(a) Betrachte f:R\ {0} =R, f(z)=1.
e Der Wert oo ist im Definitionsbereich approzimierbar (zum Beispiel durch
die Folge (n)y). Wegen

lasst sich vermuten, dass lim % =0 ist.

r—00

Beweis. Sei (xy,)n eine (beliebige) Folge in D mit x,, — co. Dann gilt nach
den Grenzwertsétzen, dass

flzn) = 1 0.

n

e Analog zeigt man, dass auch lim % =0.
T——00
o Auch der Wert 0 ist im Definitionsbereich approzimierbar. Betrachtet man
allerdings die beiden Folgen (%)n und (—%)n, so sieht man

1 n—oo 1 n— o0
— — 0 und f<)n—>oo
n n

1 "0 und f <—1) =-n""% —c.

n n
Folglich kann ill% % nicht existieren.

e Beispielsweise ist etwa auch 5 im Definitionsbereich approximierbar. Fir
jede Folge (xy)n mit x,, — 5 gilt f(z,) = 2= = + (< Grenzwertsiitze).

Also st lim 2 = 1.
z—5 %
(b) Betrachte die Funktion g : R\ {1},2 — ﬁ Ist (x,), eine beliebige Folge

im Definitionsbereich mit x,, — 1, so gilt

n—93 nooo
flzn) = (;ﬁ % —0 (< Grenzwertsitze, beachte: (z, — 1) > 0).

Folglich ist lim1 flz) = —o0.
xTr—

(¢) Betrachte die Funktion sin : R — R. Wir stellen die Frage, ob lim sinz ewi-
stiert. Die Folgen (2mn), und (27m + g)n konvergieren beide gegen oco. Aller-
dings ist

sin(2rn) =0 — 0 wund (27m + g) =1-1.

Folglich existiert lim sinx nicht.
r—00
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6 Elementare Funktionen und Stetigkeit

(d) Betrachte die Funktion h :]0,00[— R, h(z) = \/z - cos 2. Wir stellen die Frage,
ob lin}J h(z) existiert. Ist (x,), eine beliebige Folge im Definitionsbereich mit

T, — 0, so gilt

0" —V/@, <h(zy) <Va, =0
Nach dem Einschlieffungssatz 5.10 folgt, dass auch h(z,) — 0 gilt.
Somit ist lir% h(z) = 0.

6.10. Bekannte Grenzwerte:
Wir wollen hier eine Liste einiger grundlegender Grenzwerte angeben, die spdter

verwendet werden konnen, um weitere Grenzwerte abzuleiten.

n
e Fiir ein Polynom p = Y apx® vom Grad n gilt:

k=0
limp(z) = pla) (@ €R)
. oo , fallsa, >0
lim p(z) =
z—00 —o00 , fallsa, <0
—o0 , falls a, > 0, n ungerade
) oo , falls a, <0, n ungerade
lim p(z) =
T——00 oo , fallsa, >0, n gerade
—00 , fallsa, <0, n gerade

o Fliir eine feste Zahl y > 0 gilt:

limy® = y* (a€R)
oo , fallsy>1
lh—>Holc y© = 1, fallsy=1

0 , fallsy<l1

0 , fallsy>1

lim y* = 1, fallsy=1
r——0Q
oo , fallsy<1
o Fliir eine feste Zahl y > 0 gilt:
lim log, z = log,a (a€R, a>0)
. oo , fallsy>1
lim log, z =
z—00 —o0 , fallsy<1
. -0, fallsy>1
lim log, z =
z—0 oo , fallsy<1

o FEs gilt:

lim sinx =sina wnd lim cosz =cosa (a € R).
r—a r—a

70



6.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Die Grenzwerte

lim sinxz wund lim cosx
x—+o0 r—+o0

existieren nicht.

o FEs gilt:

T T
lim tanz = tana (ae]_,,,D und lim tanz = $oo.
z—a 2°2 R

6.11. Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen:
Die Grenzwertsdtze fiir Folgen (siehe 5.8) iibertragen sich auf Grenzwerte von Funk-
tionen. Seien f,g : D — R Funktionen, und a € RU {£oo} ein Wert, der in D

approximierbar ist. Die folgenden Tabellen entsprechen genau denen in 5.8.

o Tabelle 1 (Summen und Differenzen)

Voraussetzungen mdogliche Folgerungen
lim f(z) | lim g(2) || lim (f(z) +g(x)) | lim (f(z) - g(z))
| ceR [ deR | ct+d | c—d |
+o0 deR Fo0 +o0
ceR +o00 +o00 Foo
00 00 00 7
00 —00 ? 00
—00 00 7 —00
—00 —00 —00 7
o Tabelle 2 (skalare Vielfache)
Voraussetzungen || mégliche Folgerungen
lm f(o) [AeR || lm (A f(x))
’ ceR ‘ H A-c ‘
+o0 >0 +o0
+o0 <0 Foo

o Tabelle 3 (Produkte)

Voraussetzungen magliche Folgerungen
lim f(z) | lim g(a) lim (f(2) - g(x))
’ ceR ‘ deR H c-d ‘

+o0 deR, d>0 +o0
+o0 deR, d<0 Foo
+oo 0 ?

6] 00 00

00 —00 —00
—00 00 —00
—00 —00 00
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6 Elementare Funktionen und Stetigkeit

o Tabelle 4 (Quotienten)
Hier wird immer vorausgesetzt, dass g(x) # 0 (x € D) ist.

Voraussetzungen magliche Folgerungen
m Jl@) | lim 9(@) lim 755
ceR | deR\ {0} g
o) , falls g(z) > 0 fiir x € DNja — €,a + €]
c>0 0 —00 , falls g(x) <0 firx € DNJa —e,a+ €]
existiert nicht , sonst
—00 , falls g(x) > 0 fiir x € DN]a —e,a + €]
c<0 0 o) , falls g(z) <0 firx € DNJa —e,a+ €]
existiert nicht , sonst
0 0 ?
ceR +o0 H 0
+oo d>0 +oo
+oo d<0 Foo
+oo , falls g(z) >0 fir x € DNja —e€,a+ ¢
+oo 0 Foo , falls g(z) <0 fiirx € DNja —€,a + €]
existiert nicht , sonst
’ +o0 ‘ +o00 H ?

o Fine weitere Regel zum Umgang mit Grenzwerten bezieht sich auf die Hinter-

einanderausfihrung von Funktionen (’Kettenregel’ fiir Grenzwerte):

(limf(x):bzmd}j%g(x):c) = lim g(f(x)) =c

r—a r—a

Beispiel 6.12.

(a) Betrachte die Funktion

22— 2 —4
:D—R =
f - ? f(fL') ‘,1:2 _ 1
auf einem mdglichst groffen Definitionsbereich D C R. Es ist
22 =2 —4=(x+1)(z-3) wnd 2*—1=(x+1)(z—1).

Daher ist D = R\ {£1}. Weiterhin ist

Fo) = (x+1)(x—3) _r—=3 41 —4

GiD@-1) z-1 =2 %

Der Grenzwert lim f(x) existiert nicht.

r—1
(b) Um lim exp (fac2 + x) zu bestimmen, kann man wie folgt vorgehen:
Tr—00
Nach 6.10 (a) gilt lim —2? + 2 = —occ. Auflerdem ist lim exp(y) = 0. Zu-
r—00 Yy——0
sammengenommen folgt aus der Kettenregel fir Grenzwerte, dass

lim exp (—x2 + x) =0.

xr—00
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Wenn nun eine Funktion f in einem Punkt a definiert ist, dann kann man fragen,
ob :lllg, f(z) = f(a) gilt.

6.13. Stetigkeit von Funktionen

Sei f : D — R eine Funktion und a € D. Dann heiffit f stetig in a, wenn
lim f(x) = f(a) gilt. Die Funktion f heifst stetig (auf D), wenn f stetig in je-
227(:1 Punkt a € D ist.

Ist eine Funktion f : D — R stetig im Punkt a € D, dann bedeutet dies anschaulich,
dass der Graph von f im Punkt a keine Sprungstelle besitzt.

6.14. Grundlegende Beispiele

(a) Die folgenden Funktionen sind allesamt stetig in den Punkten, in denen sie
definiert sind:
p(z)

q(x)
e dic Funktionen x — x® mit einer festen Zahl oo € R

e alle ganzrationalen Funktionen x +— (p,q Polynome)
e alle Potenzfunktionen x — a® mit einer festen Zahl a > 0
o alle Logarithmusfunktionen x — log, x mit einer festen Zahl 1 # a > 0
e die Funktionen sin, cos, tan und ihre Umkehrfunktionen
(b) Durch das Bilden von Summen, Differenzen, Produkten, Quotienten und Hin-
tereinanderausfithrungen (,Kompositionen’) von stetigen Funktionen erhdilt man
wiederum stetige Funktionen (beachte, dass der Definitionsbereich sich dndern

kann). Beispielsweise ist die Funktion

exp( 23 )~4x2—3

arctan x

3% + 22 -sin(3z)

[:D =R, fz)=

in allen Punkten, in denen sie definiert ist, auch stetig.

6.15. Einseitige Grenzwerte und abschnittsweise definierter Funktionen:

(a) Sei f : D — R eine Funktion mit Definitionsbereich D C R und a € R ein
Punkt, der in DN] — oo, a| approximierbar ist. Fir einen Wert ¢ € RU {£oo}

definiert man:

lim f(z) = ¢, falls: Fiir jede Folge (xy,)y, in DN|—00,a] mit x, — a gilt f(z,) — c.

zTa
Man sagt dann: Der linksseitige Grenzwert von f(x) fir x gegen a ist gleich c.

Entsprechend: Ist a approzimierbar in DN]a, 00|, so ist:
lifn f(z) = ¢, falls: Fiir jede Folge (x,), in DN]a, ool mit x, — a gilt f(x,) — c.

(rechtsseitiger Grenzwert)

Beispielsweise ist:
1
lim— = —-o0c0 und lim— = oco.
z10 z|0 X

Es gilt der folgende Zusammenhang:

lim f(z)=c & li%nf(ac) =lim f(z) = ¢ (= f(a), fallsa € D).

T—a zla
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6 Elementare Funktionen und Stetigkeit

(b) Seien I ein Intervall, sei a € I (kein Randpunkt) und sei f von der Form

glx) , z<a
f($)= c , T=a

h(z) , z>a
Dann ist f genau dann stetig in a, wenn

lim g(x) = ¢ = lim h(x)

zTa xla
gilt (linksseitiger Grenzwert = Funktionswert = rechtsseitiger Grenzwert).

(¢) Sei I =a,b] (oder I =[a,b]) ein Intervall mit linkem Randpunkt a € I und sei
f I — R definiert durch

f(:c){ g(z) , z>a

c , T=a

Dann ist f genau dann stetig in a, wenn li{ng(x) = c ist.
rla

Dies geht analog fiir rechte Randpunkte.

Beispiel 6.16.

(a) Betrachte die sogenannte Heavyside-Funktion

0, =<0
h:R—R, h(z)=
1, 20
Dann ist h unstetig in a = 0 und stetig in allen anderen Punkten.
(b) Betrachte die Funktion
2c+1 ; < -1
fPR=R, flz)=4¢ -2 ; —-1<z<1
z—1 ;o x>1
Dann ist f unstetig in a = 1 und stetig in allen anderen Punkten.

(c) Die Funktion

f:10,00[~ R, f@):{ Viscost L w>0

0 , =0

ist stetig (vergleiche Beispiel 6.9 (d)).

Von fundamentaler Bedeutung ist der sogenannte Zwischenwertsatz.

Satz 6.17 (Zwischenwertsatz).

Seien I = [a,b] ein Intervall, f : I — R eine stetige Funktion und £ € R. Gilt
fla) < & < f(b) oder f(b) < & < f(a), so existiert ein Punkt xo € (a,b) mit
f(zo) =& (d.h. f nimmt alle Werte zwischen f(a) und f(b) an).
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6.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Folgerung 6.18.
Als Anwendung sehen wir zum Beispiel, dass jedes Polynom, dessen Grad ungerade

n
ist, mindestens eine reelle Nullstelle besitzt. Denn ist p(x) = > apz® ein solches
k=0

Polynom (wobei wir der Einfachheit halber a,, > 0 annehmen, der andere Fall ist

analog), so folgt

lim p(z) =00 und lim p(z) = —oc.

Tr— 00 r— —00

Daher muss es a > 0 und b < 0 geben mit p(a) < —1 und p(b) > 1. Nach dem

Zwischenwertsatz existiert dann eine Nullstelle in ]a, b].

(6]



7 Differentialrechnung

7 Differentialrechnung

Definition 7.1.
Seien I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.

(a) Ist zg € I, so heifit f differenzierbar in xo, wenn der Grenzwert

f(@) = f(xo)

T—z0 T — T

eR

existiert. In diesem Fall heifst f'(xo) die Ableitung von f an der Stelle xg.
(b) f heifst differenzierbar auf I, wenn f in jedem Punkt xg € I differenzierbar ist.
In diesem Fall heifit die Funktion

I =R, z— f(x)

die Ableitung von f.

Geometrische Anschauung:

[ o Tangente bl

Funktionsgraph

|

Auntn

Der Quotient %ﬁ:é%) ist die Steigung der Sekanten durch die Punkte (zg, f(x0))
und (z, f(x)). Der Grenzwert

(sofern existent) ist die Steigung der Tangenten an den Graphen im Punkt (xg, f(zo)).

Beispiel 7.2.

(a) Sei f:R =R, f(x)=c eine konstante Funktion. Dann gilt

f(ff)—f(xo): c—¢ —*z%

r — X r — X

0

fiir jedes ¢ € R. Die Ableitung von f ist also gegeben durch f'(x) =0 (z € R).
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(b) Seig:R —R, g(x) =x die identische Funktion. Dann gilt

9(x) — g(x0) _rT7% _4
Tr — X Tr — X

Tr—T0
—

1

fiir jedes xy € R. Die Ableitung von g ist also gegeben durch g'(x) =1 (z € R).
(c) Seih:R — R, h(z) = 22. Dann gilt

h(z) — h 2 2}
(@) —hao) _a*—ad e,
T — X r — X

fiir jedes xy € R. Die Ableitung von h ist also gegeben durch h'(z) = 2z (z € R).
(d) Die Funktion B : R — R, B(x) = |x| ist nicht differenzierbar in xo = 0, denn

fir die Folgen x,, = % und y, = —% gilt lim x, = lim y, =0, aber

n—oo n—oo

Ty, —0 Yn — 0

—1.

Mg(o) nicht.

Also existiert lim
x—0 &

Bemerkung 7.3.

Ist f : I — R differenzierbar in xg € I, so ist f auch stetig in xg € I, denn es gilt

f(x)—f(fﬂo)(x_xo) _ f(z) — f(@o)

Tr — X r — X9

f(x) = f(z0) = (= x0) =2 f(x)-0=0.

Die Umkehrung ist aber im allgemeinen falsch: Die Betragsfunktion B aus Beispiel

7.2 (d) ist, wie oben gesehen, in 0 nicht differenzierbar, aber sicherlich stetig.

7.4. Liste bekannter Ableitungen

Wir wollen hier die Ableitungen einiger elementarer Funktionen zusammenstellen:

o Fiirn e N ist
(") =nz" ' (z €R).

Beispielsweise ist (:cs)/ =8z7.

o FirneZ, n<0 ist

Beispielsweise ist (x%)/ = (:c*?’)/ = —3z74=2=3,

o FiiraeclR ist

o Es ist

o Fs ist

7



7 Differentialrechnung
e Fs st
sin’(x) = cosz  und cos'(x) = —sinz  (z € R).
7.5. Rechenregeln fiir Ableitungen:

(a) Linearitit: Seien f,g : I — R differenzierbar, o € R. Dann ist auch die
Funktion f+«ag differenzierbar, und es gilt (f +ag)’ = f'+ag’. Beispielsweise:

2

(Gxé - %172 + exp a:)/ = 6-%x75—5~(—2)$73—|—expx =2 4o texpa (x >0)
(b) Produktregel: Seien f,g: 1 — R differenzierbar. Dann ist auch f - g differen-
zierbar, und es gilt (f -g) = f'-g+ f ¢ . Beispielsweise:
(sinz -logz) = cosz -logx + sinz - % (x >0)
(expz-2) =expr-z+expr-l=expz-(z+1) (z€R)

(c) Quotientenregel: Seien f,g : I — R differenzierbar, g nullstellenfrei. Dann

ist auch 5 differenzierbar, und es gilt

(f)': f9—f-9¢
g g9?
Beispielsweise:

(T5) -2l et s 2l werv)

r—1

= = = xr & Dtan
cos? x cos? x cos? x ( )

. ! . . .
Slna:> cosx-cosx —sinz - (—sinz) cos’z +sin’z 1

(tanz) = (

(d) Kettenregel: Seien g : I — R und f : J — R differenzierbar mit f(J) C I.

Dann ist auch die Funktion

gof:J—R, (gof)(x) =9g(f(z))

differenzierbar, und es gilt

COoS T

(gof) =(g"of) f.
Beispiele:

e Betrachte h : R — R, h(x) = exp (x3 —1), Dann ist h = go f mit
f(x) =23 — 1 und g = exp. Folglich ist:

W(x) =g (f(2)) f'(2) = exp(a® —1)-32® (z €R).

e Betrachte h : R — R, h(z) = (sinz - cosz)’. Dann ist h = go f mit

f(x) =sinz - cosz und g(x) = x°. Zundchst ist:
f'(x) = cos’z —sin*z  (z € R).
Folglich ist:

W(z)=g'(f(z)) f(z) =5(sinz - cosz)* - (cos’x —sin*z) (z €R).
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7.6. Ableitung von Umkehrfunktionen

Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion mit f'(x) # 0 fir alle x € I. Dann hat
f eine Umkehrfunktion f=1:J — I. Dabei ist J = f(I) der Bildbereich von f. Die
Umkehrfunktion erfillt

fPf@) =z (@el) und f(f'(y)=yyel).

f~1 ist differenzierbar mit
RV _ 1
Um0 = 5w
fiir alle x € J.
Beweisidee: Es gilt ja (f o f~Y)(y) = y fiir alle y € J. Differenzieren auf beiden
Seiten liefert (Kettenregel):
1

10 p—1 =1y = 2. -1y = =i
U)W =1 b (f7) () )

(y € J).
Beispiele:

e Der natiirliche Logarithmus log : (0,00) — R ist bekanntlich die Umkehrfunk-
tion der Ezponentialfunktion exp : R — (0,00) , exp(z) = e*. Wir wenden
den obigen Satz an mit f(x) = exp(x). Dann folgt wegen f'(x) = exp(x):

1 1

o FirxzeR gilt
1 1
1 71_’_1.2

cos?(arctan(z))

fiir alle x € R. Beachte hierbei, dass

tan(e)’ = coséx)2 (x €l- g’ go

(arctan(z)) =

(siehe 7.5 (c)) gilt. AufSerdem ist

cos(arctan(z)) = ”Tlxz (x € R),

was wir hier nicht zeigen wollen.

7.7. Regel von L’Hospital
Wir haben bei den Grenzwertregeln fir Funktionen (siehe 6.11) gesehen, dass fir

lim f(z) = lim g(x) =0

(bzw fiir ilirb fz) = ilgfz g(z) = o0)

keine Aussage iiber den Grenzwert %g}l% mdoglich ist. Mit Hilfe der Differen-
tialrechnung kann man in solchen Fdllen genauere Betrachtungen anstellen. Der
folgende Sachverhalt ist als Regel von L’Hospital bekannt.

Seien I ein Intervall f,g: I — R differenzierbare Funktionen mit g(x) #0 (z € I)

und a € RU {xoo} ein Wert, der in I approzimierbar ist.
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7 Differentialrechnung

o Falls lim f(x) = lim g(x) =0 gilt und lim g:gf; existiert, dann ist

@) P
M@ A )

e Falls lim f(x) = lim g(x) = oo gilt und lim g:g; existiert, dann ist

r—a r—a

lim f(@) = lim F'@)

a=a g(x)  a—ag'(z)

Beispiele fiir die Anwendung:

e Gesucht ist lim % Es gilt:
Tr— 00

. . e
lim e* = lim z =00 und - = —
s—00 500 (z) 1

Nach der Regel von L’Hospital folgt lim % = 00.

o Gesucht ist lim %% Es gilt:
z—0 *

. /

> 5 — 50
limsing =limz =0 wund (bmgf) _ CO5T 2—0 COST
z—0 z—0 (z) 1 1

Nach der Regel von L’Hospital folgt lir% % =1.

e Gesucht ist lim lc\’gfx Es gilt:

r—oo VT

. . (logx)’ 1 2
lim logz = lim vz =0 wund =L = —
xTr— 00 Tr— 00 (\/E)/ 2\/5 \/5

Nach der Regel von L’Hospital folgt lim 10% =0.

e Gesucht ist lim ‘g—: Es gilt:
xr—00

lim 22 = lim e* =00 und - = —
T—00 r—00 (eﬁ) e’

Dies konnen wir fiir x — oo erneut mit der Regel von I’Hospital untersuchen.

Es gilt
22) 2 pco
lim 2z = lim e* =00 wund ( x)/ =—"—0
T— 00 T — 00 (e$) et
Daraus folgt mit L’Hospital zundchst, dass lim i—f = 0 gilt und dann, dass

Tr— 00

auch lim g—j =0 ist.

Folgerung 7.8.
Die folgenden Grenzwerte lassen sich mit der Regel von I’Hospital (7.7) ableiten.

e Fiir alle a > 0 ist lim ;—Z = 00.

Tr—00

e Fir allen € Nist lim (e”-z")=0.

r——00
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e Fiir alle o > 0 ist lim lc;gf =0.

o Fir alle o > 0 ist lir% (logz - z%) = 0.
xr—
7.9. Monotonieverhalten und lokale Extrema:
Am Vorzeichen der Ableitung kann man das Monotonieverhalten einer differenzier-
baren Funktion ablesen: Sei f : I — R differenzierbar auf einem Intervall I C R.

Dann gilt:

o f ist genau dann monoton wachsend auf I (das heifit, es gilt f(x) < f(y) fir
alle z,y € I mit x <y), wenn f'(x) >0 fir alle x € I gilt.

o f ist genau dann monoton fallend auf I (das heifit, es gilt f(x) > f(y) fir
alle z,y € I mit x <y), wenn f'(x) <0 fir alle x € T gilt.

e Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € I, so ist f stremg monoton wachsend auf I (das
heift, es gilt f(x) < f(y) fir alle x,y € I mit x < y).

o Gilt f'(x) < 0 fiir alle x € I, so ist f streng monoton fallend auf I (das
heifst, es gilt f(x) > f(y) fir alle x,y € I mit x <vy).

Warnung: Die Umkehrungen von (c¢) und (d) sind im allgemeinen falsch. Betrachte
etwa die Funktion f : R — R, f(x) = x3. Sie ist streng monoton wachsend, aber

es gilt f'(0) =0 (es gilt f'(z) = 322).

Desweiteren konnen wir mit Hilfe der Ableitung lokale Fxtremstellen bestimmen.
Fiir eine differenzierbare Funktion f : 1 — R auf einem Intervall I C R und einen

Punkt g € I, der kein Randpunkt ist, gilt:

e Fulls xq eine lokale Extremstelle von f ist, so ist f'(x) = 0.
Anders gesagt: Lokale Extremstellen konnen nur an den Stellen vorliegen, an
denen die Ableitung O ist.

o Gilt f'(zo) =0 und f"(x0) > 0, so ist xo eine lokale Minimumstelle von f.
Gilt f'(xo) =0 und f"(x0) <0, so ist xy eine lokale Mazimumstelle von f.
Fir f'(xo) =0 und f"(xo) = 0 ist im allgemeinen keine Aussage mdglich.

Beispiel 7.10.

(a) Wir bestimmen die lokalen Extremstellen und Monotonieintervalle der Funktion

1
f:]R—>R,f($)=x2+1.
Die Ableitung von f ist
foN . 2@

Also gilt
fl(x0) =0 & x9=0.
Als einzige lokale Extremstelle kommt also xo = 0 in Frage. Weiterhin gilt

6a2 — 2

f(x) = @113 (z €R).
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7 Differentialrechnung

(b)

82

Damit ist f(0) = =2 < 0, also ist O eine lokale Mazimumstelle.
Weiterhin ist f'(x) > 0 fir x €] —o0,0] und f'(x) < 0 fir x €]0,00[. Das heifst,
f ist streng monoton wachsend auf | — 00,0] und streng monoton fallend auf

[0,00[ (die Randpunkte kinnen dabei hinzugenommen werden,).

Graph der Funktion:

-4 -2 0 2 4
X

Anmerkung: Die Nullstellen der zweiten Ableitung (hier also :I:\/g) heifsen
Wendestellen von f. Auf Intervallen mit f” > 0 ist die Funktion linksge-

krimmt (konvex ). Auf Intervallen mit f" < 0 ist die Funktion rechtsgekrimmt
(konkav ).

Wir bestimmen die lokalen Extremstellen und Monotonieintervalle der Funktion
g:R—=R g(x)= (:c2+:c75) -expx.
Die Ableitung von g ist
g (x) = exp(x) - (2% + 3z —4) =exp(z) - (x +4) - (x — 1) (x €R).
Also gilt
g (x0) =0 & x9=—4 oder o = 1.
Als lokale Extremstellen kommen also —4 und 1 in Frage. Weiterhin gilt
g (x) = exp(x)- (2 + 5z —1) (r €R).

Esist " (—4) = —5e=* < 0, also ist —4 eine lokale Mazimumstelle.
Es ist ¢" (1) = be > 0, also ist 1 eine lokale Maximumstelle.
Weiterhin ist

>0 , z€]—o00,—4
g/(x) <0 , ze€|l-41]
>0 , ze€]l, o0



Damait ist:

g / a’uf] — 0, _4]v g \ auf [_47 1}7 g / auf [LOO[
7.11. Globale Extremstellen

(a) Fiir eine auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] definierte differenzier-
bare Funktion f: 1 — R gilt:

1. Die Funktion f nimmt ihr (globales) Maximum und Minimum an (dazu reicht

schon die Stetigkeit der Funktion aus).

2. Ist f nicht konstant, so werden Minimum und Mazimum von f nur in einem

oder mehreren Punkten der Menge

{a,b} U {xg €]a,b[; f'(z0) =0}

angenommen.

(b) Ist f : I — R differenzierbar und nicht konstant auf einem offenen Intervall
I =la, b, so konnen Mazimum und Minimum von f nur in einem oder mehreren

Punkten der Menge
& = {xo €la,bf; f'(x0) =0}
angenommen werden.

Wir nehmen nun zusdtzlich an, dass im f(z) und lirr}) f(x) existieren. Es gilt:
r—a xr—

e Falls lim f(x) > f(xo) oder lin})f(ac) > f(xo) fiir alle xg € & gilt, so
r—a Tr—
nimmt die Funktion f ihr Mazimum nicht an.

Ansonsten nimmt sie es in einem oder mehreren Punkten aus £ an.

o Fualls lim f(x) < f(xo) oder lirr%)f(:v) < f(xo) fiir alle xy € & gilt, so
nimmt die Funktion f ihr Minimum nicht an.

Ansonsten nimmt sie es in einem oder mehreren Punkten aus £ an.

(¢) Falls das Definitionsintervall halboffen ist, so muss man analog zu (b) vorgehen,

dabei aber nur einen Grenzwert betrachten.

Man kann dies anwenden, um Extremwertprobleme zu l6sen.

7.12. Extremwertaufgaben:

(a) Wir suchen das Rechteck, das bei vorgegebenem Umfang U > 0 mazimalen
Flicheninhalt hat. Ist x eine Seite des Rechtecks, so ist die andere Seite durch
U
22 4+2y=U & y=5 -«

gegeben. Auflerdem muss x € [O, %] gelten. Die Funktion

U U U
F: [072} — R, x»—>x~<2—x>:—x2+2x
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7 Differentialrechnung

(b)

84

beschreibt den Flicheninhalt des Rechtecks in Abhingigkeit von x. Wir suchen

nun das globale Maximum dieser Funktion. Es ist

Pw=U 2 (scfl))

F'(z0) =0 & a:z%.

: : ; U u
Nach 7.11 (a) wird das Mazimum von F in Punkten der Menge {OvZ’ 5}

und folglich

angenommen. Wegen

F(0) =0, F(g):({; F<g):0

wird das Mazimum von F im Punkt % angenommen und hat den Wert [f—g.
(Anmerkung: Das Rechteck mazimalen Flicheninhalts bei gegebenem Umfang

ist ein Quadrat.)

Ein Boot startet im Punkt A = (1/0) (Angaben in km) mit der Geschwindigkeit
von 3km/h in negative x-Richtung. Ein anderes Boot startet in B = (0/3) mit
4km/h in negative y-Richtung. Wir berechnen die Positionen, an denen sich die

Boote mdglichst nahe sind.

Zundchst wdhlen wir als geeignete Variable, von der die zu minimierende Ab-
standsfunktion abhdngen soll, die Zeitt. Die x-Koordinate von Boot 1 in Abhdngig-
keit von t ist x(t) = 1 — 3t (dabei wird alles in km und h angegeben). Ebenso
ist die y-Koordinate von Boot 2 gegeben durch y(t) = 3 — 4t. Der Abstand der

beiden Boote zum Zeitpunkt t ist also gegeben durch

d(t) = /(1 —=3t)2+ (3 —4t)2 (¢t >0).

Um die Rechnung zu vereinfachen, minimieren wir stattdessen die Funktion
f = d*® (man beachte, dass eine Funktion mit nichtnegativen Werten genau

dann minimal wird, wenn ihr Quadrat minimal wird). Also betrachten wir:

f:[0,00[— R, f(t)=(1—3t)*+ (3 —4t)* = 25t — 30t + 10.



Es gilt f'(t) =50t — 30 (t > 0) und damit ist

3
ft) =0 <« tozg-

Gemdss 7.11 vergleichen wir nun

t—o0o

f0)=10, f () =1, lim f(t) = oo.

Der kleinste dieser Werte ist f (%) = 1. Damit wird auch der Abstand d(t) zum

Zeitpunkt to = 2h (= 36min) minimal. Dieser minimale Abstand betrdigt

d (2) = 1lkm.

Wegen x ( ) = f% befindet sich Boot 1 zum dem Zeitpunkt im Punkt (—%/0).
) = —% befindet sich Boot 2 zum dem Zeitpunkt im Punkt (0/ = %)
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8 Integration

8

Integration

Das Ziel der Integralrechnung ist es, analytisch den Fldcheninhalt zwischem dem

Graphen einer Funktion f : [a,b] — R und der z-Achse zu ermitteln.

8.1. Supremum und Infimum
Ist ) # A C R eine nichtleere Menge.

e Fulls A nach oben beschrinkt ist (d.h. es gibt eine Zahl M > 0 mit x < M
fiir alle x € A), so bezeichnet man die kleinste obere Schranke von A als
Supremum von A (Schreibweise sup A).

Genauer gesagt ist sup A € R die Zahl mit:
(i) Fir alle x € A gilt © < sup A.
(ii) Ist M € R mit x < M fiir alle x € A, so gilt auch sup A < M.
(Man beachte, dass solch eine (eindeutige) kleinste obere Schranke immer exi-
stiert, was wir hier nicht zeigen wollen.)
Fulls sup A € A ist, so bezeichnet man das Supremum auch als Maximum
von A (Schreibweise max A).
Ist A micht nach oben beschrinkt, so definieren wir sup A = co.

e Fulls A nach unten beschrinkt ist (d.h. es gibt eine Zahl m > 0 mit

x >m fir alle x € A), so bezeichnet man die grifite untere Schranke von A

als Infimum von A (Schreibweise inf A).

Genauer gesagt ist inf A € R die Zahl mit:
(i) Fir alle v € A gilt © > sup A.
(ii) Ist m € R mit x > m fir alle x € A, so gilt auch inf A > m.
(Man beachte, dass solch eine (eindeutige) grifite untere Schranke immer exi-
stiert, was wir hier nicht zeigen wollen.)
Falls inf A € A ist, so bezeichnet man das Infimum auch als Minimum von

A (Schreibweise min A).

Ist A nicht nach unten beschrinkt, so definieren wir inf A = —oo.

Beispielsweise ist:

8.2.

e inf] — 1,2] = —1 (kein Minimum) wund sup]—1,2] = maxA =2
e nfN=minN=0 wund supN = oo (kein Mazimum)

o Fir A={expx; t €R}istinf A=0 wund supA = co.

Unter- und Obersummen

Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion (das heifit, es gibt m, M € R so, dass
m < f(x) < M fir alle x € [a,b] gilt). Eine Zerlegung von [a,b] ist eine endliche
Folge Z = (to,...,tn) von Zahlen mit
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Fiir eine Zerlegung Z von [a,b] heifst
n
Z tp — tp—1) il’lf{f(x); T E]tk_1, tk[}
k=1
die Untersumme von f beziiglich der Zerleqgung Z und
= (tk —ti1) - sup {f(x); @ €]ty til}
k=1

die Obersumme von f beziglich der Zerlegung Z.

Offenbar gilt immer m(b—a) < U(f,Z) < O(f,Z) < M(b— a) fiir jede Zerlegung
Z wvon [a,b].

rot: Untersumme; rot und weifl zusammen: Obersumme

Definition 8.3. (Riemann-Integral)

Fine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifft (Riemann-)integrierbar, wenn
b
inf {O(f, Z); Z Zerlegung von [a,bl} = sup{U(f,Z); Z Zerlegung von |a,b]} = / f(z) dx
a

gilt. Die Zahl fab f(z) dz heifit dann (Riemann-)Integral von f dber [a,b].
Geometrische Bedeutung: Ist f : [a,b] — R integrierbar, so ist fab f(z) dz der Inhalt
der zwischen dem Graphen von f und der x-Achse liegenden Fliche (wobei die

Anteile unterhalb der x-Achse mit negativem Vorzeichen zihlen).

Der folgende Satz besagt, dass stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen
immer integrierbar sind. Bei diesen Funktionen ergibt sich der Wert des Integrals

bereits durch die sogenannten dquidistanten Zerlegungen.
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Satz 8.4.

(a) Jede stetige Funtkion f : [a,b] — R ist integrierbar.

(b) Die Zerlegung

heift &quidistante Zerlegung von [a,b] der Linge n. Ist nun f :

Zn = [to, ...

stetig, so gilt sowohl

als auch

Beispiel 8.5.

/:f(
/f

) tn}

dx =

mit tp=a-+

'r’L—*OO

n

k(b—a)

n

f(te—1)

h—
= lim Y~ L r(t).

k=1

[a,b] = R

Betrachte die Funktion f : [0, b] — R, f(z) ==x. Da f stetig ist, ist f integrierbar,

und man kann das Integral fo

Beachte dabei, dass > k=

b
/:cdx
0

k=1

) dx wie in Satz 8.4(b) beschrieben ausrechnen:

s> (%)
Jm Zk

b? (n+1)
lim ———=
ngr;o n2 2
g lim ntl_ E
n—o0 n B 2

w nach Aufgabe 24 (d) gilt.

In der Tat ist %bQ der Fldcheninhalt zwischen dem Graphen von f und der x-Achse:

o]

| B N S S B 55 o o e 2 e

Der Flicheninhalt des schraffierten Dreiecks ist offenbar ébz.
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8.6. Stammfunktionen
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann heifst eine differenzierbare Funktion

F :[a,b] — R Stammfunktion von f, wenn F' = [ gilt.

Satz 8.7 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei I C R ein Intervall und sei f : [a,b] — R stetig.

(a) Die Funktion
Filab >R, F(x):/ () dt

ist eine Stammfunktion von f (insbesondere hat jede stetige Funktion eine
Stammfunktion).

(b) Ist G : [a,b] — R irgendeine Stammfunktion von f, so gilt
b
[ #@) da = [G@); = GO) - Gla),

Besonders niitzlich ist Teil (b), um in der Praxis Integrale auszurechnen.
Beispiel 8.8.

(a) Man berechne f15 2 dz. Eine Stammfunktion zu 2 ist G(z) = —1. Also ist

x2

(b) Man berechne f15 1 dx. Eine Stammfunktion zu L auf]0, o[ ist G(z) = log(x).
Also ist

5
1 5
|5 o = llog(@))} = log(5) — log(1) = log(5).
1

8.9. Rechenregeln fiir das Integral

(a) Monotonie des Integrals: Seien f,g : [a,b] — R integrierbar mit f(x) < g(x) fir
alle x € [a,b]. Dann gilt auch fab f(z) dx < f;g(x) dx.

(b) Linearitit des Integrals: Seien f,g : [a,b] — R integrierbar, und seien «, 3 € R.
Dann gilt

/ab(af(x) + Bg(x)) da = a/ab f(z) dx—i—ﬁ/ab g(z) da.

(c) Integral konstanter Funktionen: Es ist
b
/ ¢ dx =c(b—a).

(d) Sei f :[a,c] — R integrierbar und sei b € [a,c|. Dann gilt

/acf(x) iz = /abf(z) dx+/bcf(a:) da.

Beachte: Wir vereinbaren: [ f(z) dz = 0.
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8.10. Liste mit Stammfunktionen

’ Funktion ‘ FEine Stammfunktion ‘ Pammeter‘
R—R, z+—z" R — R, n%_lx"*l neN
R\ {0} =R, z—2a" | R\ {0} =R, z— 72" | ne€Z n< -2
[0,00[— R, x+— z* R\ {0} = R, z— g2t | aeR\{-1}
R\{0} =R, z— 2 | R\ {0} = R, z+ log|z|
R—R, z—sinx R—R, z+— —coszx
R—R, z+— coszx R—R, z—sinz
R—R, z+—expx R—R, z—expx

8.11. Unbestimmte Integrale

Man benutzt sehr oft die Schreibweise

F= [ 1@

um anzudeuten, dass F' eine Stammfunktion von f ist.

Das Finden konkreter Stammfunktionen (konkret heifft hierbei: in integralzeichen-
freier Schreibweise) wird oft als das Ldosen unbestimmter Integrale bezeichnet. Dabei
gilt (vergleiche 8.9 (b)):

J@t@+89@) do=a [ 1) do+5 [ g(o) .

Dies ist wie folgt zu verstehen: Sind [ f(z) dx bzw [ g(z) dx Stammfunktionen zu
[ bzw g so ist [(af(z) + Bg(z)) dz eine Stammfunktion zu of + By.

8.12. Eindeutigkeit von Stammfunktionen

Sei f: I — R eine stetige Funktion auf einem Intervall I C R. Dann gilt:

o Ist F': I — R eine Stammfunktion und ist ¢ € R, so ist auch
F:I—R, F(z)=F(z)+c

eine Stammfunktion von f.

e Sind F,F : I — R Stammfunktionen zu f, so gibt es eine Konstante ¢ € R
mit F(x) = F(z)+ ¢ (z € I).
Alle Stammfunktionen von f : R — R, f(x) = exp(x)+3 sind beispielsweise gegeben
durch

F.:R—R, Fy(x)=exp(z)+3z+c (ceR).

Man beachte, dass es fiir obige Aussagen wichtig ist, dass der Definitionsbereich von
f ein Intervall ist. Alle Stammfunktionen der Funktion g : R\ {0} — R, g(z) = *

T

sind etwa gegeben durch

logx + ¢ , >0

(c,d € R).
log(—z)+d , =<0

F.q:R\ {0} =R, xr—>{
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Beispiel 8.13.

(a) [(z*+ ) dv = 2% + a?
Soll heifien: %x?’ + %xQ ist eine Stammfunktion zu x* + x. Ebenso richtig wire
[(&® + ) dv = 323 + 22 — 7.

(b) [z dv = 2z3.

8.14. Partielle Integration
Seien I = [a,b] und f,g: I — R differenzierbar. Dann gilt:

b b
/ F(Dg(t) dt = [f(D)g(®)], */ ft)g'(t) dt.
Symbolisch:
[ #090) dt = rwia@) - [ 5050 ar
Beispiel 8.15.
(a) Gesucht ist f02 xe®dz. Partiell (f'(x) =e*, g(z) =x):
2 2
/ xe®dr = [emx]g - / e’dr = [e"x — ex]g =e? + 1.
0 0
(b) Wir suchen eine Stammfunktion zu log(x). Partiell (f' =1, g = log):
/log(t) dt = zlog(x) — /t% dt = zlog(x) — .
(c) Wir suchen eine Stammfunktion zu sin(z)?. Partiell (f’ = sin, g = sin):
/sin(t)2 dt = —cos(x)sin(zx) —/—cos(t) cos(t) dt

—sin(z) cos(z) + /cos(t)2 dt

— sin(z) cos(z) + /(1 — sin(t)?) dt
= —sin(z)cos(z) + = — /sin(t)2 dt.

Umstellen liefert
2 / sin(t)? dt = x — sin(z) cos(),
also

1 1 1 1
/sin(t)2 dt = 2275 sin(z) cos(z) = 2271 sin(2z).

8.16. Substitution
Sei f: I — R stetig und seiw : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit stetiger
Ableitung und u([a,b]) C I.

(1) Ist F : I — R eine Stammfunktion von f, so ist F ou eine Stammfunktion von
(fouw)-u'. Es gilt

b u(b)
w(t)u' () dt = x) dz.
/af(())() /u(a)f()
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(2) Ist u bijektiv mit differenzierbarer Umkehrfunktion und ist G : [a,b] — R eine

1

Stammfunktion von (f ou)-u', so ist Gou™' eine Stammfunktion von f.

Anmerkung zu (1): Es kann natiirlich u(b) < u(a) eintreten. Fiir solche Fille defi-

/cdf(x) dx:—/dcf(x) dz.

(a) Berechne f; tet” dt. Wir setzen f(x) = 1e® und u(t) = t2. Dann ist

b, b 1 2 1 4 1 2 2
/tet dt/(?t)(et>dt/ e””d:c:f<eb fe‘I).
. ., 2 2 /,2 2

(b) Berechne tlffl dt. Hier setzen wir f(z) = 2 und u(t) = t* + 1. Dann ist

F(z) = 3log(|z]) eine Stammfunktion von f, also

nieren wir ganz allgemein

Beispiel 8.17.

12¢3 3 3 4 4
e dt = [ (4t )t4+1 dt = 3log(|t* + 1]) = 3log(t* + 1).

(c¢) Berechne f13 T dw. Bs ust fx) = oy Wir raten u(t) =t —1. Dann ist

3 u(b)
T
dI:/ f(x)de =%
/1 va+1 u(a) ()

Wegen 1 = u(a) = a—1 ist a = 2, ebenso ist b = 4. Weiter ist v'(t) = 1. Wir

benutzen die Substitutionsregel und erhalten:

*:/abf(u(t))u’(t)dt:/;t_\/;dt:/;\/idt—/:\}idt:gtg

(d) Berechne [(log(x))? dx. Wir raten z(t) = €' und versuchen

4

—Niﬁ...

2

/ (log(x))? dz = / (log (1))? & (t) dt = / (log(e))2e! dt — / et dt = %
zu losen. Mit zweimaliger partieller Integration erhdlt man
*x = /tzet dt = (2 — 2t 4 2)e’.

Es ist hier aber unbedingt zu beachten, dass die gesuchte Stammmfunktion von
x abhingen muss. Daher erfolgt an dieser Stelle die Riicksubstitution. Wegen

x = €' ist t = logx. Damit erhalten wir
x = (1% — 2t + 2)e’ = (log(z)? — 2log(z) + 2) - .

8.18. Uneigentliche Integrale
Bislang war es uns nur moglich, Integrale der Form fab f(z) dzx zu berechnen, wenn
der Integrand f auf dem Intervall [a,b] definiert und integrierbar war. Wir wollen

den Integralbegriff nun so erweitern, dass wir auch folgende Fille behandeln kénnen:
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(1)

(2)

(3)

Eine Grenze ist unendlich: Sei f : [a,00) — R stetig. Wir nennen f (unei-

gentlich) integrierbar, wenn der Grenzwert

R—o0

/:Of(x) dz = lim /aRf(x) dr R

ezistiert. Analog erkliren wir ffoo f(x) dx.

Beispielsweise gilt:

Also ist Z5 auf [1,00) uneigentlich integrierbar und floo ;12 dr =1.

Der Integrand ist in einer Grenze nicht definiert: Sei f : [a,b) — R stetig. Wir

nennen [ (uneigentlich) integrierbar, wenn der Grenzwert

b .
/af(m)dx::li}r%)/a f(z) de e R

existiert. Analog erkliren wir fab f(z) dz, wenn f : (a,b] — R stetig ist.

Beispielsweise gilt:

1
1 r
/T ﬁdx:2ﬁ|i:272\/;l32.

Also ist ﬁ uneigentlich integrierbar auf (0,1] und fol vV dr = 2.

FEs tritt eine Kombination der Fille (1) und (2) auf, d.h. beide Grenzen sind
kritisch. Sei f : (a,b) — R stetig mit —oo < a < b < oo. Dann heifit f
(uneigentlich) integrierbar auf (a,b), wenn fiir eine Zahl ¢ € (a,b) die beiden

(uneigentlichen) Integrale

/acf(x) dx  wund /be(m) dx

existieren. Man setzt dann

/abf(x) d:c:/:f(a;) dx—f—/cbf(x) dx

(man kann auch zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von ¢ abhdingt).

1

Ein Beispiel dazu: Berechne ffooo dx. Dazu wdhlen wir ¢ = 0. Dann ist:

1422
* 1 ! o
——dr = lim dr 4+ lim — dx
oo 1422 r——oo [ 14 2 R—oo Jo 1+ x2
= lim arctan(x)|2 + Rlim arctan(x)\g (nach 7.6)
T——00 — 00
= — lim arctan(r)+ Rlim arctan(R) = .
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9 Differentialgleichungen

Beispiel 9.1.

(a) Beim einfachsten Modell fiir das Wachstumsverhalten einer Bakterienkultur
nimmt man an, dass der Zuwachs y'(t) zur Zeit t > 0 proportional zur An-

zahl y(t) der zum Zeitpunkt t vorhandenen Bakterien ist, also

Y (t) = ay(t) mit einem geeigneten Proportionalititsfaktor a > 0.

(b) Ebenso nimmt man im Falle radioaktiven Zerfalls an, dass die Abnahme y'(t)
zu jedem Zeitpunkt proportional zur Menge des radioaktiven Materials y(t) ist,

also

y'(t) = ay(t)| mit einem geeigneten Proportionalititsfaktor a < 0.

(c¢) Betrachte eine Kugel der Masse m, die an einer Feder schwingt. Es bezeichne
y(t) die Auslenkung vom Ruhepunkt zum Zeitpunkt t > 0. Man nimmt an,
dass die Kraft, die die Kugel zuriick in die Ruhelage zieht, zu jedem Zeitpunkt
proportional zur Auslenkung y(t) ist, d.h. es gilt nach dem zweiten Newtonschen

Gesetz:

[m -y (1) = ma(t) = F(t) = ~ky(1)|

Dabei ist k > 0 die von der Feder abhingende Proportionalititskonstante (und

F = ma die an der Kugel wirkende Kraft und a = y" die Beschleunigung).

Gleichungen der Form y/(t) = ay(t) oder §j(t) = —Z£y(t) sind einfache Beispiele
von Differentialgleichungen. Vorerst betrachten wir nur Differentialgleichungen, in

denen nur die erste (und keine héheren) Ableitungen vorkommen.

Definition 9.2.

(a) Eine Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Gleichung der Form
y'(t) = F(t,y(t)) (manchmal auch y' = F(t,y) geschrieben,),

wobei F : D — R eine Funktion ist, die auf einer Menge D C R? definiert ist.

(b) Eine Lisung der obigen Differentialgleichung ist eine differenzierbare Funktion
y: I — R auf einem geeigneten Intervall I C R, so dass erstens (t,y(t)) € D

fiir alle t € I gilt und zweitens
y'(t) = F(t,y(t)) firalletel

gilt.

(¢) Ein Anfangswertproblem ist eine Differentialgleichung y' = F(t,y) zusammen

mit einer Bedingung y(to) = yo, wobei (to,yo) ein fizierter Punkt in D ist.
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(d) FEine Lésung des Anfangswertproblems

y =F(ty) und yto)=ywo

ist eine Lisung y : I — R der Differentialgleichung y' = F(t,y), so dass ty € I
und y(to) = yo gilt.

(e) Alle Lisungen einer Differentialgleichung zu bestimmen, heifit, alle Lisungen

aller moglichen Anfangswertprobleme zu bestimmen.
Beispiel 9.3.
(a) Fiir die Differentialgleichung y'(t) = ay(t) aus Beispiel 9.1 ist
D=R?> wund F(ty)=ay.
Die Funktionen der Form
Ye 'R =R, yu(t) = ce™ (mit festem c € R)
sind Losungen, denn es gilt
yo(t) = cae®™ = a(ce™) = ay.(t)

fiir alle t € R. Offensichtlich ist y. eine Lisung des Anfangswertproblems

/

Yy =ay mit y(0)=c.
(b) Fiir die Differentialgleichung y'(t) = ty(t) ist offenbar
D=R? und F(ty) =ty.

Wir raten als Losung

Tatsdchlich: es gilt

Frage: Gibt es ein Verfahren, mit dem man solche Lésungen deterministisch aus-

rechnen kann?

9.4. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
Eine DGL der Form

y'(t) = f(t)g(y(t)

mit stetigen Funktionen f: I — R und g : J — R heifst DGL mit getrennten
Variablen. Wir wollen das AWP

y'(t) = f(t)g(y(t)) mit  y'(to) = o
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9 Differentialgleichungen

mit tg € I und yo € J losen. Wir setzen voraus, dass g keine Nullstellen auf J
hat.

Léosungsidee:

Dividieren durch g(y(t)) liefert

Wir integrieren beide Seiten iber das Intervall [to,t]:

[ o= fLsore

Mit der Substitutionsregel vereinfacht sich die linke Seite zu
tor y(®) q
/ y(r) dT:/ —— dn.
to 9(y(T) y(to) 9(1)

/y(t) 1 t )
—— dn = f(r) dr.
y(to) (77) to

g
Auflésen dieser Gleichung nach y(t) liefert dann eine Lisung der DGL. Diese Uber-

Wir erhalten also

legungen fiithren zum
Lésungsverfahren fiir DGL’s mit getrennten Variablen:

Schritt 1: Berechne die Funktionen

A:T—-R, A(t):/tf(T)dT

to

und

Y1
B:JHR,By:/—d.
) w9

Schritt 2: Die Funktion B ist invertierbar, denn sie ist monoton wachsend bzw.

fallend, da entweder g < 0 oder g > 0 ist. Also ist B invertierbar. Berechne B™1.

Schritt 3: Dann ist die Funktion

y(t) = B7YH(A(t)) (dort wo definiert)
eine Losung des obigen Anfangswertproblems.
Beispiel 9.5.

(a) Wir betrachten wieder das Anfangswertproblem

Wir versuchen das oben beschriebene Verfahren anzuwenden mit

frR=R, f(t)=t wund g:(0,00) =R, g(y)=y
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(der Definitionsbereich von g ist so gewdhlt, damit g nullstellenfrei ist und au-

Berdem yo = 1 enthilt).
Schritt 1: Wir erhalten

1,

! 1
A(t):/ Tdr= =7 2
O 2

=t
2

0

und vy
B(y) = / ~ dn = log(n)[{ = los(y).
1

Schritt 2: Invertieren von B. Offenbar ist

B™':R—R,B ! (y) = e

Schritt 3: Wir erhalten
y:R >R, z(t)= B Y A(@t)) = e2?

als Losung des AWP.

Man kann dies natiirlich leicht nachpriifen: In der Tat gilt y(0) = e =1 und

1 /
y'(t) = ezv’ <2y2> =te??’ = ty(t) (t €R).

(b) Betrachte die DGL

y'(t) = %e’y(”-

Um alle Losungen zu bestimmen, betrachten wir ein beliebiges AWP
/ L)
y'(t) = €70 y(to) = yo

mit to € R\ {0} und yo € R beliebig.

o Wir untersuchen zundchst den Fall tg > 0. Dann ist
1
f]0,00[ﬁR,f(t):g und gR%Rag(y):e_y

Schritt 1: Wir erhalten

T

A(t) = /t 1 dr = log(t) — log(to)

und
/Zl 1 d Y Yo
B(y) = —_— =e¥ — ¥,
() e dn=cime

Schritt 2: Invertieren von B. Wir erhalten
B (—e",00) = R, B™'(y) = log(y + e™).
Schritt 3: Wir erhalten

y: I =R, y(t) =log(log(t) —log(to) + )
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mit T :]toe_eyo,oo[ als Lésung. Beachte dabei: I ist das grifite Intervall,

auf dem
log(t) — log(to) + €% >0
15t.

o Isttg <0, so erhdlt man:

f-o0, 0= R, f(0) =

und demzufolge
"1
A(t) :/ L dr — tog(—t) — log(—ty).
to T

Die Funktionen B und B~' ergeben sich wie im vorigen Fall. Man erhilt
y: I —R, y(t) =log(log(—t) — log(—to) + €*°)

mit I =] — oo, toe™¢"[ als Lisung.

In den Lisungen sind die Terme —log(tg) + €% bzw —log(—to) + e¥* un-
abhingig von t. Man kann diese Term als Konstante schreiben. (Alle maziam-

len) Lésungen der DGL

y'(t) = %e_y(t)

sind somit gegeben durch
Je™% 00[= R, y(t) = log(log(t) + ¢)

und

] =00, —e[= R, y(t) = log(log(—t) +¢)
jeweils mit einer Konstanten c € R.

9.6. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung:
Eine DGL der Form

y'(t) = f(t)y(t) +b(t) (oder kiirzer: y' = f(t)y + b(t))

mit stetigen Funktionen f : I — R und b : I — R heifit lineare DGL (erster
Ordnung). Sie heifit homogen, wenn b = 0 und inhomogen sonst. Offenbar ist

jede homogene lineare DGL eine DGL mit getrennten Variablen.

9.7. Losungsverfahren fiir homogene lineare Differentialgleichungen:

Die Lésung einer homogenen linearen DGL
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mit einer stetigen Funktion f : I — R kann wie folgt bestimmt werden: Mit Hilfe
des Verfahrens zur Lésung von DGL’s mit getrennten Variablen erhdlt man als

(eindeutige) Lisung des Anfangswertproblems

y'(t) = f()yt) , y(to) =yo (to €1, yo €R)

die Funktion
t
y: I —R, ylt)= yoef"o fr) dr.
Ist A: I — R nun eine Stammfunktion zu f, so ergibt sich daraus
Jig 1) dm _ (A= A(to) — yo - e~ Alt0) eAW) = peAl)

—_—
=cEeR

y(t) = yoe Yoe

Zusammengefasst gilt: Ist A : I — R eine Stammfunktion zu f, so sind die Losungen

der homogenen linearen DGL y'(t) = f(t)y(t) (genau) die Funktionen
y: I =R, yt)=ce™ (ceR).

Beispiel 9.8.
Die Lisungen der DGL

y'(t) = cos(t)y(t)

sind gegeben als
y:R—R, y(t) =ce™®  (ceR).

9.9. Losungen von inhomogenen linearen Differentialgleichungen:

Gegeben sei einen inhomogene lineare DGL

() y'(t) = f()y(t) +b(t)
mit stetigen Funktionen f: I — R und b: I — R.

Istys : I — R eine Losung der inhomogenen DGL (%), so erhdlt man alle Losungen

von (x) durch
y(t) = yn(t) + ys(1),

wobei yp, : I — R alle Losungen der zugehdrigen homogenen linearen DGL

durchliuft.

Das ist sehr einfach zu sehen, denn ist y eine beliebige Losung der inhomogenen
DGL, dann gilt

FOWE) —ys (@) = (F@y(t) +0(t) = (f(R)ys(t) + b(t) = ¥/ () —y(t) = (y—ys)'(*),
das heifst y(t) — ys(t) ist tatsichlich eine Losung der homogenen DGL.

Das fithrt zum folgenden Lésungsverfahren fiir inhomogene lineare DGL’s:
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Schritt 1: Bestimme alle Lésungen
yM(t) = ce®®  (ceR)

der homogenen DGL y'(t) = f(t)y(t) wie im vorigen Abschnitt beschrieben.

Schritt 2: Bestimme irgendeine sogenannte spezielle Losung ys der inhomogenen
Gleichung y'(t) = f(t)y(t)+b(t) (etwa mit der weiter unten beschriebenen Variation

der Konstanten, oder auch durch Erraten der Lésung).

Schritt 3: Alle Lisungen der inhomogenen DGL sind dann gegeben als
eI =R, ye(t) =y (t) +ys(t) (cE€R).

Beispiel 9.10.

(a) Wir betrachten die inhomogene lineare DGL

mit f:(0,00) = R, f(t)=1.

Nun ist A(t) = log(t) eine Stammfunktion von f, also sind

Yy (0,00) = R, yM(t) = ce®® = ¢t (c e R)

C

die Losungen der homogenen Gleichung y'(t) = Ly(t).

Ferner ist offenbar ys(t) = t* eine (geratene) Lisung der inhomogen Gleichung,
denn es gilt

1
@%’:2t:¥¥+¢.
Somit hat jede Losung der inhomogenen Gleichung die Form

Ye: (0,00) = R | y(t) =ct+1*> (c €R).

(b) Wir betrachten das AWP

mit der DGL aus (a). In (a) haben wir gesehen, dass jede Lisung der DGL von
der Form
y(t) =ct +1* (c€R)

ist. Finsetzen der Anfangsbedingung liefert
2=y(l)=c+1,
also ¢ = 1. Die Losung des obigen AWP’s lautet also

yi(0,00) = R, y(t) =t + ¢
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Oftmals lisst sich eine spezielle Losung y, einer inhomogenen linearen DGL nicht
ohne weiteres erraten. Beim Finden einer solchen speziellen Losung hilft das folgende

Verfahren.

9.11. Variation der Konstanten:

Wir wollen eine (spezielle) Lisung der inhomogenen DGL

y'(t) = f(£)y(t) +b(t)
(mit f,b: 1 — R stetig) finden und nehmen an, dass wir bereits die Losungen

yM ISR,y () =coyn(t) (c€R)

der homogenen DGL berechnet haben.

Der Ansatz
ys : T — R, ys(t) = c(t)yn(t)

(mit einer differenzierbaren Funktion c) fihrt dann zu folgender Gleichung:

FBys(t) +0(t) = yi(t)

Es folgt b(t) = ¢ (t)yn(t) und damit

b
c(t) = / (7) dr
Yn(T)
Das heifst, wir miissen eine Stammfunktion ¢ zu % finden und haben dann die

spezielle Losung
Ys(t) = c(t)yn(t).
Beispiel 9.12.

(a) In der in Beispiel 9.10 betrachteten DGL

1
war b : (0,00) = R, b(t) =1t und
Yn : (0700) - R, yh(t) =1

eine Losung der homogenen DGL. Das fihrt zu
b
c(t) :/ (7) dr = /1d7’ =t,
yn(T)

ys(t) = c(t)yn(t) = 2.

Das ist tatsdchlich genau die spezielle Léosung die wir in Beispiel 9.10 auch

und damit zu

geraten hatten.
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(b) Ein 80-Liter-Tank ist halb mit destilliertem Wasser gefiillt. Eine Ethanol-Wasser-
Mischung im Volumenverhdltnis 1:1, wird dem Tank mit einer Rate von 4 Li-
ter pro Minute zugefiithrt. Gleichzeitig wird dem gut umgerihrten Gemisch die
gleiche Menge Flissigkeit entnommen. Es wird angenommen, dass sich das zu-
gefiihrte Ethanol unmittelbar mit dem Wasser vermischt.

Es bezeichne y(t) die Menge des Ethanols im Tank in Litern zum Zeitpunkt
t >0 (in Minuten). Die Anderung (=Ableitung nach der Zeit) von y kann wie
folgt ermittelt werden (beachte y'(t) hat die Binheit ——):

min

Zufluss 2

t
Abfluss 4- %0)

’ gesamt y'(t) = ‘ 2—4~%é)

Also gendigt y(t) der inhomogenen linearen DGL:

(%) ()= —1gy(t) +2

Die zugehérige homogene DGL ist y'(t) = —%Oy(t) und hat die Lésungen
y M) =c- et (ce R).

Um eine spezielle Lisung der inhomogenen DGL zu finden, wenden wir das

Verfahren der Variation der Konstanten an und erhalten:

2
ys(t) = c(t) - e~ 1! mit c(t) = / — dr = 20eT0t,

e 107
Also ist ys(t) = 20 und die allgemeine Lisung von (x) ist
ye(t) =20+ c- et (ce R).

Wegen y(0) = 0 kann auch die Konstante c fiir die gegebene Situation ermittelt
werden:
0 = y(0) =204+c¢-e2=204¢c & ¢=-20.

Also beschreibt
y(t) =20 — 20 - e~ ¢ = 20 (1 - e*flot) (t>0)
die Menge an Ethanol im Tank zum Zeitpunkt t. Man beachte tlim y(t) = 20.

9.13. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

Eine lineare Differentialgleichung 2.0rdnung ist eine DGL der Form

y' () + a(t)y'(t) + B(E)y(t) = b(t)

mit (gegebenen) stetigen Funktionen o, 3,b: I — R. Sie heifft homogen, fallsb =0
ist (und inhomogen sonst).

Im Rahmen dieser Vorlesung wollen wir dazu lediglich lineare Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten betrachten, das heifit DGL’s

der Form
y"(t) +ay'(t) + By(t) = b(t)
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mit Konstanten o, 8 € R, und einer stetigen Funktion b: I — R.

In Beispiel 9.1 sahen wir bereits ein Beispiel einer DGL von diesem Typ:

y”(t) = _w2y(t)a
die DGL des ungeddmpften harmonischen Oszillators.

9.14. Loésung fiir den homogenen Fall:

Gegeben sei eine homogene lineare DGL 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten,

also

(%)

Setze y(t) = e als Losung an. Einsetzen liefert dann

y'+ oy +By=0 ‘ (a, B € R gegeben).

0=y"(t)+ay )+ By(t) = (A\* + aX + B)e™,

also

’)\2+a)\+510.‘

Diese Gleichung wird als charakteristische Gleichung (CG) der DGL (%) be-

zeichnet. Es sind drei Fille zu unterscheiden:

(1) Die CG hat zwei (verschiedene) reelle Losungen A1, A2 € R. In diesem Fall sind

alle Lésungen von () gegeben durch
y(t) = 016)\115 + 626)\215 (Cl, Co € R)

Mdgliche Lésungen (fir ¢1,co > 0):

| ] / 60 601
| 50 / ] ]
\ ] / 504 50
\ 40 / ] / ]
1 409 409

307 b ]

1 30 309

204 209 20]

101 107 10]

Beispielsweise betrachten wir die DGL
y" =3y +2y=0.
Die charakteristische Gleichung
A —3X+2=0

hat zwei reelle Losungen A\ = 1 und Ao = 2 Die allgemeine Lisung der DGL

ist dann

y:R =R, y(t) =cre +coe®  (c1,c0 €R).
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9 Differentialgleichungen

Man kann weiterhin aus zwei gegebenen Anfangswerten die Lisungsparameter

c1,co bestimmen. Beispielsweise suche man eine Funktion y mit:

y' =3y +2y=0, y(0)=1, y(1)=-1

-1
C1 + C2 = 1 C1 = — e'ffe
2 = 1+e;1
cie+coer = —1 cy = ==

Folglich ist die gesuchte Funktion y: R — R gegeben durch

Hier st

e—l—e‘let 1+6_162t.
1—e 1-e

y(t) = —

(2) Die CG hat eine (doppelte) Lisung Ao € R. Die allgemeine Losung der DGL
ist dann

y:R =R, y(t) = (c; + tep)e™t  (c1,¢0 € R).

Mégliche Losungen:

““““““““

Beispielsweise betrachten wir die DGL
y" +4y + 4y = 0.
Die charakteristische Gleichung
N +4AX+4=0

hat eine (doppelte) reelle Losung Ao = —2. Die allgemeine Lisung der DGL ist
dann

y:R =R, y(t) = (c; +tez) e " (c1,c0 €R).
Man bestimme nun eine Funktion y mit:
y'+ 4y +4y =0, y(0)=-3, y'(0) =4

Man berechnet y(0) = c1 und y'(0) = —2c1+co (beachte: y'(t) = (ca — 2¢1 — 2cat) e~ 2
fiirt € R). Also folgt:

C1 = -3 C1 = -3
<~ .
—2c1+cy = 4 co = =2
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Die gesuchte Funktion ist damit gegeben durch
y:R =R, y(t) = —(3+2t)e 2.

(3) Die CG hat zwei verschiedene komplexe Lisungen A1, A2 € C\ R. Dann muss
X2 = Ao gelten. Wir haben also

A =X +ip und A=A —ipn mit Ao, €R, p#O0.
In diesem Fall sind alle Losungen von (x) gegeben durch
y(t) = et (¢ cos(ut) + cosin(ut))  (c1,c2 € R).

Moégliche Losungen:

20

Beispielsweise betrachten wir die DGL
y" — 6y + 10y = 0.
Die charakteristische Gleichung
A —6A+10=0

hat zwei (nicht reelle) Lésungen A\ = 341 und Ay = 3 —14 (mit obiger Notation
ist also Ao = 3 und p = 1). Die allgemeine Lésung der DGL ist dann
y:R =R, y(t) = e¥ (i cos(t) + casin(t))  (c1,co €R).

9.15. Losungsidee fiir den inhomogenen Fall:
Gegeben sei nun eine inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizi-

enten, also

(*) |y +ay + By =b(t)]

wobei Konstanten o, § € R und eine stetige Funktion b: I — R gegeben sind. Analog

zum Fall linearer Differentialgleichungen erster Ordnung gilt:

Sind Ye, ¢, (c1,c2 € R) alle Losungen der zugehdrigen homogenen DGL

(n |y + oy + By =0]

und ist ys eine Lisung von (x), so sind alle Lésungen von (x) gegeben durch

Ys + Yer,co (Cl, co € R).
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9 Differentialgleichungen
Beispiel 9.16.
Wir wollen die DGL
(%) y" -6y + 10y = 5t> + 4t — 15
losen. Zundchst betrachten wir die zugehdrige homogene DGL
() y' =6y + 10y =0.
Wie wir in 9.14 gesehen haben, sind die Liosungen von (x) die Funktionen
Yer.on : R =R, y(t) = €3 (cy cos(t) + casin(t))  (c1,c0 € R).
Wir brauchen nun eine Lisung ys von (x). Wir versuchen den Ansatz
ys(t) = ut®> + vt +w  (mit Konstanten u,v,w € R).

Wir berechnen

yi(t)=2ut+v und y!(t)=2u (t€R).

Indem wir dies in (x) einsetzen (dies macht Sinn, denn ys soll ja eine Ldosung von

(%) sein), erhalten wir:
5244t —15 = y’(t) — 6yl (t) + 10ys(t)
= 2u—6(2ut+v)+ 10 (ut® + vt + w)
= (10uw)t* + (—12u+10v)t + (2u— 60+ 10w)
Beachte dabei: Im letzten Schritt wurden die Terme nach den Potenzen vont sortiert

(Terme mit t2, Terme mit t, Terme ohne t). Nun erhalten wir durch einen Vergleich

der beiden Seiten dieser Rechnung:

0u = 5 u = 1
—12u +10v = 4 & v = 1
2u—6v+ 10w = -—15 w = -1

FEine spezielle Losung von (%) ist also
Lo
ys(t) = 5t* +1 - 1.

Alle Lisungen von (x) erhdlt man durch
1
y(t) = 5752 +t—1 + € (cicos(t) +casin(t)) (c1,c2 €R).

Bemerkung 9.17.

Nicht immer kann man eine spezielle Losung der inhomogenen DGL durch einen
einfachen Ansatz wie in 9.16 finden. Es gibt weitere Mdglichkeiten, um diese spe-
zielle Losung zu finden (etwa Variation der Konstanten, andere Ansditze bei ver-
schiedenen Inhomogenititen b(t), ...). Wir wollen dies im allgemeinen nicht weiter
vertiefen, beachten aber folgendes: Ist die Inhomogenitdt b(t) ein Polynom vom Grad
n € N, so findet man eine spezielle Losung ys immer, indem man ys ebenfalls als

Polynom vom Grad n ansetzt (so geschehen in 9.16).
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9.18. Homogene lineare DGL héherer Ordnung (konstante Koeffizienten)
Das Losen von homogenen linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffzienten der Ordnung k € N werlduft fir k > 3 analog zum Fall zweiter
Ordnung. Gegeben sei die DGL

(%) y® 4 ayF D f a4 a1y +ary =0 (a1,...,a; € R fest).

(Dabei bezeichnet y9) die j-te Ableitung von y.)
Die zugehérige charakteristische Gleichung (CG) ist

/\k + al/\kil + a2>\k72 +...+ap_1A+ar =0.

Grundsdtzlich erhilt man aus den Losungen der CG dann Lisungen der DGL ()

(sogenannte Fundamentallésungen ). Dabei gilt:

o Ist A € R eine einfache Lisung der CG, so ist

y(t) = e

eine Fundamentallésung von ().

o Ist A € R eine j-fache Lisung der CG, so sind

Fundamentalldsungen von (x).

e Sind Mg +iu und A\g — ip einfache Lisungen der CG, so sind
y(t) = et cos(ut), und  y(t) = e ' sin(ut)
Fundamentallésungen von (x).
o Sind Ao + ip und Ao — iu jeweils j-fache Lisungen der CG, so sind
y(t) = et cos(ut), y(t) =te tcos(ut), ..., y(t)=1t""te ! cos(ut),
y(t) = eMtsin(ut), y(t) =te isin(ut), ..., y(t)=1t""te*sin(ut),

Fundamentallosungen von ().

Man erhdilt dadurch genau k Fundamentallosungen, die man mit yy,...,yr durch-

nummeriert. Die allgemeine Lisung von (x) ist dann gegeben durch

y(t) = cay1(t) + caye(t) + ... + cwyp(t)  (c1,...,ck € R).

Die Lisungsparameter ci,...,c, konnen dabei bestimmt werden, wenn man k An-

fangswerte zur Verfigung hat.
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9 Differentialgleichungen
Beispiel 9.19.
(a) Betrachte die DGL
() " = 6y" —8y" —3y = 0.
Die zugehdrige CG ist
A5 —6A% —8A% —3XA = 0.

Diese hat die dreifache Losung —1 und die einfachen Léisungen 0 und 3. Also

erhalten wir als Fundamentallosungen von (x):
hn (t) = e_t7 yQ(t) = te_ta yS(t) = t2€_t7 y4(t) = e3t7 yS(t) = eOt =1
Die allgemeine Losung von (x) ist also

y(t) = (Cl + cot + 63t2) et + 03€3t + c5 (Cl, C2,C3,C4,C5 € R)

(b) Betrachte die DGL
(*) y//// _ y — O

Die zugehorige CG ist
M—1=0.

Sie hat vier einfache Lisungen, ndmlich —1,1,4, —i. Die Fundamentallésungen

sind
yi(t)=e', wat)=e", ys(t) =sint, ya(t) = cost.
Die allgemeine Lisung von (*) ist also

y(t) = cre’ + coe™t + ezsint 4+ cycost  (cy,c2,c3,c4 €R).
(¢) Betrachte die DGL
(x) " +8y" +30y" + 56y + 49y = 0.
Die zugehdrige CG ist
At 4 8A% + 30A7 4 56A + 49 = 0.

Sie hat die beiden komplexen Lisungen —24+/3i und —2—+/3i. Dies sind beides

doppelte Lisungen. Die Fundamentallosungen von () sind
y1(t) = cos (\/gt) e yo(t) =t-cos (\/gt) e,
y3(t) = sin (\/gt) ce7 yu(t) =t -sin (\/§t> e,

Die allgemeine Losung von (x) ist also

y(t) = e *( (c1 +cat)cost + (c1+cat)sint ) (c1,c2,¢3,c4 €R).
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Bemerkung 9.20.

(a) Bei diesem Verfahren liegt natirlich die Hauptschwierigkeit darin, dass Poly-
nom in der CG zu faktorisieren. Dies wird bei wachsender Ordnung sehr schnell

problematisch, beziehungsweise unmdglich.

(b) Bei einer inhomogenen linearen Differentialgleichungen hoherer Ordnung
®) Y™ +ary Y 4 agyt D 4 ap 1y + ary = b(t)

(mit ay,...,a; € R fest und b: I — R stetig) gilt wie zuvor:

Sind y1, ...y, die Fundamentallosungen der zugehdrigen homogenen DGL
®n v +ay™ Y +ay D+ a1y +ary =0

und ist ys eine spezielle Lésung von (x), so erhdilt man alle Losungen von (x)
durch

y(t) = ys(t) + cryi (t) + coya(t) + ... + cryr(t)  (c1,...,c €R).
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