Erginzungen zur Funktionentheorie II

B Differentialformen
Sei E = RY. Wir definieren C-Vektorrdume durch A2E* = C und
APE* = {w; w: EP — Cist R-multilinear und alternierend}.
Die R-Linearformen
dx; RN > C, (z1,...,zn) = z; (1<j<N)

bilden eine Basis des C—Vektorraums ALE* = {p; ¢ : RN — C ist R-linear}.
Wie im R-wertigen Fall (vgl. [O.Forster, Analysis 3]) zeigt man die folgenden
Ergebnisse:

(1) (ALE*)? = ALE*, (o1, .., pp) = ©1A. . Appmit (1A . App) (1, ..., vp) =
det(;(vj))1<i,j<p definiert eine C—multilineare alternierende Abbildung.

(2) Ist {41,...,9n} eine Basis des C—Vektorraums ALE*, so bilden die For-
men

’L/)il/\.../\wip (1§i1<...<ip§N)

eine Basis des C—Vektorraums A% E*.
(3) Fiir p,q > 1 gibt es eindeutige C—bilineare Abbildungen
ALE* x ALE* — Afé+qE*, (w,0) — w Ao,
die mit der Definition in (1) vertréglich sind in dem Sinne, dass

(301/\~'~/\90p)/\(¢1/\~'~/\wq):(Pl/\~~~/\S0p/\¢1/\~~~/\¢q

fir alle ©1,...,0p,;¢1,...,%q € ALE* gilt. Fir a € C und w € ALE*
definiert man a Aw = w A a = aw.

(4) Fiir wy € ALE*,wp € ALE* und w3 € ALE* gilt
(wl /\wg)/\wg = wq /\(wg/\wg), w1 N\ wg = (—1)quJ2 N\ wi.

Definition B1. Sei U C RM eine offene Menge.

a) Eine r—Form dber U in N Unbestimmten ist eine Abbildung w : U —
AFE*.

b) Eine r—Form w iiber U wie oben heift von der Klasse C* (k € NU {c0}),
falls die Koordinatenfunktionen von w beziiglich einer (oder dquivalent
beziiglich jeder) Basis des C—Vektorraumes ALE* in C*(U) liegen. Ist
M = 2n und U C C* = R?" offen, so nennt man w analytisch, wenn
alle Koordinatenfunktionen analytisch sind.

¢) Wir schreiben A" (dx, C*(U)) (= C*(U), falls M = N) fiir den C-Vektorraum
aller r—Formen der Klasse C* idiber U in N Unbestimmten. Hierbei sei
dx = (dxy,...,dzy). Entsprechend bezeichnen wir mit A" (dx, O(U)) (=
O, (U)) den C-Vektorraum aller analytischen r-Formen dber einer offenen
Menge U C C™.



Wie iiblich schreiben wir die Elemente von A™(dz, C*(U)) in der Form

w = Z wrdxy.

[|=r

Hierbei durchlduft I alle Multiindizes 1 < i; < ... <14, < N und

der =dzi, N... Ndz;,..

Das duBere Produkt aus (3) induziert entsprechende duflere Produkte

Az AP(dz, CF(U)) x A(dz, C*(U)) — AP (dz, CH(U)).

Im Spezialfall N = M definiert bzw. zeigt man:

(5)

Fiir f € CY(U) sei df : U — ALE* die 1-Form definiert durch
N
df(w) =) (0f/0x))(x)dx;.

Jj=1

Dies ist genau das totale Differential Df(z) : RN — R? der C'-Funktion
f:U — C=1R? an der Stelle z.

Fiir k > 1 bezeichnet man die C-lineare Abbildung d : C*(U) — CF{ (U),

d Z wrdxy | = Z(dwl)/\dl’]

|I|=r |T|=r
als die duflere Ableitung.
Fir V.c RM U c RN offen, p = (¢1,...,0n) € CHV, RV )mit (V) C U

und eine r—Form w = Y wydzy iiber U heiBt die r—Form iiber V
[I|=r

=Y i op dpn A A des,
[T|=r

der "pull-back” der r—Form w unter ¢.

Pull-back, duflere Ableitung und &ueres Produkt sind C-linear und mit-
einander vertriglich. Sei w eine r—Form und o eine s—Form tiber U. Ist ¢
wie oben, so gilt
P wAho) =g (W) Ap(o).
Sind w € CHU), 0 € CL(U), so ist
dlwANo)=(dw) Ao+ (—1)"w A do.
Ist ¢ : V — U eine C?>~Funktion, so gilt fiir w € C}(U)

@ (dw) = dip™ (w).



(9) Das pull-back ist transitiv in dem Sinne, dass fiir C*~Funktionen ¢ : W —
V,¢:V — U und jede r—Form w iiber U gilt

P (" (W) = (o) (w).
Ist W CVund ¢ =j: W — V die Inklusionsabbildung, so gilt

@ (WIW =57 (¢* (W) = (v o) (w) = (W) (w).

(10) Man kann die dufere Ableitung d benutzen, um eine Sequenz von C-
Vektorrdumen (den de Rham—-Komplexr) zu definieren. Denn fiir jede r—
Form w € C2(U) gilt

d(dw) = 0.

Sei im Folgenden N = M = 2n. Wir identifizieren £ = R?” mit C" als
R—Vektorraum. In diesem Fall bilden auch die R-linearen Abbildungen

dz; :C" = C, (21,...,2n) = 2; und dz; :C" = C, (z1,...,2n) —
(1 < j < n) eine Basis des C-Vektorraumes A{ E*. Es ist

dzj = dzj +idy;, dz; =dz;—idy; (1<j<n),
und fiir f € C1(U) (U C C™ =2 R?" offen) erhélt man

of
oy

42 =3 Ay, + L (ay, = 07(2) + 91,

ox,

v=1

wobei die 1-Formen 0f, df : U — ALE* definiert sind durch

n n

0f(z) =Y (0f/02,)(2)dz,  Bf(z) =D (0f/0%,)(2)dz,.

v=1 v=1

Definition B2. Fine Form vom Typ (oder Bigrad) (p, q) iber U ist eine (p+q)—
Form w 1iber U, die sich schreiben lisst als

w= Z Z frudzr Ndzy,

[l=p|J]=q

wobei I und J alle Multiindizes 1 < i1 < ... <ip, <n, 1 <1 <...<jg<n
durchlaufen und die Abkiirzungen dzr = dz;, N\... Ndz;,, dz; = dz; N...Ndzj,
benutzt wurden. Wir schreiben

k _ . . k.
Cp,(U) = {w; w ist (p,q)-Form der Klasse C* tiber U}

fiir den C—Vektorraum aller (p,q)-Formen der Klasse C* diber U. Entsprechend
bezeichne O, 4(U) den C-Vektorraum aller analytischen (p,q)-Formen tber U.

Bemerkung B3. Der Raum CF(U) zerfillt in die direkte Summe

clu) = & ¢k, ).

p+g=r



Benutzt man die Vertraglichkeit der duferen Ableitung mit dufSeren Produkten,
so erhdlt man fir jede (p,q)-Form w =3 wy jdzr Ndz; € C} (U)

|I|=p
|J]=q

dw:ZdWLJ/\dZ]/\dEJ:ZGWI“]/\dZ]A&J‘FZE&J]’J/\dZ]/\dzJ.
I,J I,J I,J

Definition B4. Fiirp,q > 0 und k > 1 definiert man C—lineare Abbildungen

8:C§’q(U) —>C§J:11’q(U), w = E((‘?wl}])/\dzl/\(ﬁj,

i
0: Czlfyq<U) —)Cg;_%_l(U), w IZ;](@U.}]}J)/\CZZ[/\CZEJ

und setzt sie fort zu C—linearen Abbildungen
0,0: CHU) = CF L (U).

Nach Definition gilt auf C¥(U) die Identitit d = 0 + 9. Durch Vergleich der
Bigrade erhélt man unter Benutzung von Bemerkung B3 die folgenden Regeln
fiir den Umgang mit den duferen Differentialen 0 und 0.

Satz B5. Seien V. C C™, U C C" offene Mengen, sei ¢ : V — U holomorph
und seien w € CH(U), 0 € CY(U) und 7 € C2(U) Formen auf U. Dann gilt

a) 8(9r) = 0(0r) = (00 + 9d) () = 0;
b) OwAo)=(0w)ANo+(—=1)"wAdo, dwAo)=(0w)Ao+(—1)"wAdc;
c) Ap*(w)) = ¢*(0w), I(p*(w)) = *(Ow).

Analog zum de Rham-Komplex aus der reellen Analysis betrachtet man in der
komplexen Analysis den 0—Komplex.

Korollar B6. Fir U C C" offen und p € N ist

oo E] o 9 E) oo
0— CyoU) — C(U) — ... — C,(U) — 0
eine Sequenz von C—Vektorrigumen (d.h. alle Abbildungen sind C—linear und das

Produkt je zweier aufeinanderfolgender Abbildungen ist 0).

Man nennt die Quotientenvektorrdume

H™(C53(9),8) = Ker(C35.(Q) —25 €55, (2))/Im (€55, (2) -2 C25(9)

p,r

die Kohomologiegruppen der 0-Sequenz. Wir schreiben
H"(C>(Q),0) = HT(Cgf(Q),g).



