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Aufgabe 17 (2+2=4 Punkte)

Sei ϕ : D → D holomorph mit ϕ(0) = 0. Zeigen Sie:

(a) Ist u : D → [−∞,∞) subharmonisch, so gilt∫ π

−π
u(ϕ(reit)) dt ≤

∫ π

−π
u(reit) dt (0 ≤ r < 1).

(Hinweis: Beweis von Satz 5.15.)

(b) Ist f ∈ Hp (1 ≤ p ≤ ∞), so ist auch f ◦ ϕ ∈ Hp und ‖f ◦ ϕ‖p ≤ ‖f‖p.

Aufgabe 18 (2+2+1+1+1=7 Punkte)

Sei f ∈ O(D) nullstellenfrei mit sup0≤r<1

∫ π
−π log

+ |f(reit)| dt < ∞. Zeigen Sie nacheinander:

(a) Es ist sup0≤r<1

∫ π
−π log

− |f(reit)| dt < ∞. Benutzen Sie dabei die Mittelwerteigenschaft der

Funktion log |f |.

(b) Es gibt ein reelles Maß µ ∈ M(T) mit log |f | = P [µ].

(c) Die Funktionen

h± : D → C, h±(z) =

∫
T

ζ + z

ζ − z
dµ±(ζ)

sind analytisch mit Reh± ≥ 0 auf D.

(d) G = e−h− , H = e−h+ sind Funktionen in H∞ mit |GH | = |f |.

(e) Es gibt Funktionen g, h ∈ H∞ mit f = g
h .

Aufgabe 19 (4 Punkte)

Sei f(z) = exp( z+1
z−1) für z ∈ D. Zeigen Sie, dass f : D → D holomorph ist mit

lim
r↑1

∫ π

−π
log |f(reit)| dt <

∫ π

−π
log |f∗(eit)| dt.

(bitte wenden)



Es sei

`2 = {(an)n≥0 ∈ CN;

∞∑
n=0

|an|2 < ∞}

der Hilbertraum aller quadratsummierbaren komplexen Zahlenfolgen mit dem Skalarprodukt

〈(an)n, (bn)n〉 =
∞∑

n=0

anbn.

Aufgabe 20 (2+2+2=6 Punkte)

Sei f =
∑∞

n=0 anz
n ∈ O(D). Zeigen Sie:

(a) ‖fr‖22 =
∑∞

n=0 |an|2r2n für 0 ≤ r < 1.

(b) f ∈ H2 ⇔ (an)n≥0 ∈ `2.

(c) Die Abbildung

Φ : H2 → `2, f =
∞∑
n=0

cnz
n 7→ (cn)n≥0

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Die Übungsblätter finden Sie auch auf unserer Homepage:

http://www.math.uni-sb.de/ag/eschmeier/lehre


