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Aufgabe 1

(a) Sei y′(t) = −1
t
1+y(t)2

y(t) und y(1) = 2, d.h. f(t) = −1
t und g(t) = 1+t2

t . Wir verwenden die

Vorgehensweise zur Bestimmung einer Lösung für Differentialgleichungen mit getrennten

Variablen aus der Vorlesung und erhalten

A(t) =

∫ t

1

−1

s
ds = [− log(s)]t1 = − log(t)

sowie

B(z) =

∫ z

2

x

1 + x2
dx

=

[
1

2
log(1 + x2)

]z
2

=
1

2
log(1 + z2)− 1

2
log(5).

Invertieren liefert

B−1(t) =
√

5e2t − 1

wegen B−1(A(1)) = 2. Also erhält man als Lösung

y(t) = B−1(A(t)) =

√
5

t2
− 1

für t ∈
(
−
√

5,
√

5
)
.

(b) Sei y′(t) = −1
t
1+y(t)2

y(t) und y(−1) = −2, d.h. f(t) = −1
t und g(t) = 1+t2

t . Wir verwenden

die Vorgehensweise zur Bestimmung einer Lösung für Differentialgleichungen mit getrennten

Variablen aus der Vorlesung und erhalten

A(t) =

∫ t

−1

−1

s
ds = [− log |s|]t−1 = − log |t|

sowie

B(z) =

∫ z

−2

x

1 + x2
dx

=

[
1

2
log(1 + x2)

]z
−2

=
1

2
log(1 + z2)− 1

2
log(5).

Invertieren liefert B−1(t) = −
√

5e2t − 1 wegen B−1(A(−1)) = −2. Also erhält man als

Lösung

y(t) = B−1(A(t)) = −
√

5

t2
− 1

für t ∈
(
−
√

5,
√

5
)
.



(c) Sei y′(t) = ey(t) sin(x) mit x ∈ [0, 2π) und y(π) = − log(2), d.h. f(t) = sin(x) und g(t) = et.

Ist x = 0 oder x = π, so ist y′(t) = 0, also y konstant y(t) = − log(2) für t ∈ R. Andernfalls

verwenden wir die Vorgehensweise zur Bestimmung einer Lösung für Differentialgleichungen

mit getrennten Variablen aus der Vorlesung und erhalten

A(t) =

∫ t

π
sin(x)ds = [sin(x)s]tπ = sin(x)(t− π)

und

B(z) =

∫ z

− log(2)
e−xdx =

[
−e−x

]z
− log(2)

= −e−z + 2.

Invertieren liefert B−1(t) = − log(−t+ 2). Falls x ∈ (0, π), erhalten wir

y(t) = B−1(A(t)) = − log(2− sin(x)(t− π))

für t ∈
(
−∞, 2

sin(x) + π
)

als Lösung. Ist x ∈ (π, 2π), erhalten wir

y(t) = B−1(A(t)) = − log(2− sin(x)(t− π))

für t ∈
(

2
sin(x) + π,∞

)
als Lösung.

Aufgabe 2

(a) Die Differentialgleichung ist linear und homogen mit getrennten Variablen mit f(t) = 2t− 5

und g(t) = t. Das Verfahren für Differentialgleichungen mit getrennten Variablen liefert

A(t) =

∫ t

t0

(2s− 5)ds = [s2 − 5s]tt0 = t2 − 5t− t20 + 5t0

und

B(z) =

∫ z

y0

1

x
dx = [log |x|]zy0 = log

∣∣∣∣ zy0
∣∣∣∣ .

Invertieren liefert B−1(t) = y0e
t, und wir erhalten als Lösung

y(t) = B−1(A(t)) = y0e
t2−5t−t20+5t0

für t ∈ R. Ist speziell t0 = 3 und y0 = 1, so erhält man

y(t) = et
2−5t+6

für t ∈ R.

(b) Die Differentialgleichung ist linear und homogen mit getrennten Variablen mit f(t) = t
t2+4

und g(t) = t. Das Verfahren für Differentialgleichungen mit getrennten Variablen liefert

A(t) =

∫ t

t0

s

s2 + 4
ds =

[
1

2
log(s2 + 4)

]t
t0

= log

(√
t2 + 4

t20 + 4

)
und

B(z) =

∫ z

y0

1

x
dx = [log |x|]zy0 = log

∣∣∣∣ zy0
∣∣∣∣ .

Invertieren liefert B−1(t) = y0e
t, und wir erhalten als Lösung

y(t) = y0

√
t2 + 4

t20 + 4

für t ∈ R.



(c) Die Differentialgleichung ist linear und inhomogen. Die Gleichung (∗) entspricht dem ho-

mogenen Anteil von (?), also sind y(t) = yh(t) = y0
√

t2+4
t20+4

die Lösungen des homogenen

Anteils. Laut Vorlesung erhält man eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialglei-

chung durch den Ansatz ys(t) = c(t)yh(t). Es ist

c(t) =

∫ t

t0

s

yh(s)
ds =

√
t20 + 4

y0

∫ t

t0

s

(s2 + 4)
1
2

ds

=

√
t20 + 4

y0

[
(s2 + 4)

1
2

]t
t0

=

√
t20 + 4

y0

(√
t2 + 4−

√
t20 + 4

)
,

also ist ys(t) =
√
t2 + 4

(√
t2 + 4−

√
t20 + 4

)
eine spezielle Lösung von (?). Alle Lösungen

von (?) erhält man nun aus

y(t) = ys(t) + yh(t) =
√
t2 + 4

(√
t2 + 4−

√
t20 + 4

)
+ y0

√
t2 + 4

t20 + 4
.

Ist speziell t0 =
√

5 und y0 = 18, so erhält man

y(t) = 3
√
t2 + 4 + (t2 + 4)

für t ∈ R.

Aufgabe 3

Wir betrachten zunächst die zugehörige homogene lineare Differentialgleichung

y′(t) = −2y(t).

Laut Vorlesung besitzt sie die allgemeine Lösung yh,c(t) = ce−2t, wobei c ∈ R. Um eine spezielle

Lösung der inhomogenen DGL

y′(t) = −2y(t) + e−2t

zu bestimmen, berechnen wir b(t)
yh(t)

= e−2t

e−2t = 1 und erhalten dazu zum Beispiel die Stammfunk-

tion α : R→ R, t 7→ t. Folglich ist

ys(t) = te−2t

eine spezielle Lösung der inhomogenen DGL. Alle Lösungen der inhomogenen DGL sind nun

gegeben durch

yc(t) = ys(t) + yh,c(t) = te−2t + ce−2t, c ∈ R,

mit Definitionsbereich R. Die Anfangsbedingung y(log(2)) = log(2) ergibt die Bedingung

log(2)e−2 log(2) + ce−2 log(2) = log(2).

Wegen e−2 log(2) = elog(2
−2) = 1

4 ist diese äquivalent zu log(2)+c
4 = log(2), und wir erhalten

c = 3 log(2) = log(8). Die gesuchte Lösung des AWP lautet damit

y(t) = e−2t(t+ log(8)), t ∈ R.


