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Auswahl vorausgesetzter Vorkenntnisse

Mengenlehre
Das Wort Menge ist ein alltéglicher Begriff. Jeder hat also eine prinzipielle Vorstellung davon.
Der Mathematiker definiert sie wie folgt:

FEine Menge ist eine Gesamtheit von Dingen oder Objekten,
die Elemente dieser Menge genannt werden.

Eine Menge wird dadurch gegeben, dass man ihre Elemente aufzihlt, etwa
Tollersport = {Kegeln, Bowling, Snooker, Billard},
oder sie durch eine Eigenschaft eindeutig beschreibt, etwa
Schlimmetage = {Wochentage; an diesem Wochentag findet die MfSdBudLC statt}.

Offenbar hitte man die zweite Menge auch als Schlimmetage = {Freitag} definieren koénnen.

Die Menge ohne Element bezeichnet man als leere Menge. Thr Symbol ist () (alternativ {}, was
jedoch an der Universitéit eher ungebrauchlich ist).

Bei der Angabe durch Aufzihlung sollte beachtet werden, dass dies zunéchst nur fiir Mengen
mit endlich vielen Elementen sinnvoll moglich ist. Trotzdem kann man in bestimmten Féllen
auch unendliche Mengen auf diese Art beschreiben. So ist zum Beispiel klar, welche Elemente
die Menge {2,4,6,8, ...} enthélt (ndmlich die positiven geraden Zahlen).

Mengen werden meist mit Grofibuchstaben bezeichnet, Elemente mit Kleinbuchstaben.

Die folgenden Symbole und ihre Bedeutung sollten Sie kennen:

(a) A = B: Die Mengen sind gleich, enthalten also dieselben Elemente.
(b) a € A: a ist ein Element der Menge A (ist dem nicht so, schreibt man a ¢ A).

(¢c) A C B: Die Menge A ist eine Teilmenge der Menge B, d.h. alle Elemente aus A sind auch
Elemente von B.

(d) AN B = {x; v € A und z € B}: Durchschnitt zweier Mengen A und B.
() AUB = {x; z € A oder x € B}: Vereinigung zweier Mengen A und B.

(f) A\ B ={z;2 € Aund x ¢ B} das Komplement von B in A.

Es gelten die folgenden Regeln fiir den Umgang mit diesen Symbolen (hierbei steht A ¢ B € C
fir AC Bund B C C):



(a) ANB=BNAund (ANB)NC =AnN(BNC). (Kommutativ- und Assoziativgesetz)
(b) AUB=BUAund (AUB)UC = AU (BUC). (Kommutativ- und Assoziativgesetz)
(c) ANBC AC AUB, genauso ANBC BC AUB.

)

(d) (AUB)NC =(AnC)u(BNC)und (ANB)UC = (AUuC)N(BUC). (Distributivgesetz)

Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A. Die Elemente der
Potenzmenge sind also ihrerseits wieder Mengen. So ist die Potenzmenge von A = {1,2,3} zum
Beispiel gegeben durch

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2,3} }.

Man beachte hierbei, dass A und () stets Teilmengen einer Menge A sind.

Weiterhin ist zu erwéhnen, dass {1,2} und {2, 1} keine verschiedenen Mengen sind, und dass es
Mengen wie {1,2,1} nicht gibt. Die Reihenfolge der Elemente ist unwichtig, und jedes Element
kommt nur einmal vor.

Zu zwei Mengen A und B kann man die sogenannte Produktmenge A x B definieren als
A x B ={(a,b); a€ A, be B}.

Es handelt sich hierbei um die Menge aller geordneten Paare (hier darf man die Reihenfolge der
Eintrége also nicht vertauschen), deren erste Komponente ein Element aus A und deren zweite
Komponente ein Element aus B ist. Fiir A x A schreibt man auch A2. Ferner kann man auch
die Produktmenge von drei oder mehr Mengen bilden. Entsprechend ist dann das Symbol A™
fir n € {1,2,3,4,...} zu verstehen als n-faches Produkt von A mit sich selbst.

Zahlensysteme

Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen:

(a) N={1,2,3,4,...}: die Menge der natirlichen Zahlen. Wir setzen Ny = NU {0}.

(b ={...,-2,-1,0,1,2,...}: die Menge der ganzen Zahlen.

)
) Z
(c) Q={%; p € Z, q€N}: die Menge der rationalen Zahlen.
(d) R: die Menge der reellen Zahlen.

)

(e) R\ Q: die Menge der irrationalen Zahlen.
Als wichtige Schreibweisen/Symbole lohnt es sich, zu kennen:

(a) 2" =z -...-x (mit n € Ny), das n-fache Produkt der reellen Zahl x mit sich selbst, also die
n-te Potenz von . Hierbei ist 2° = 1 fiir jedes = € R.

(b) 7 =L fir x #0und n € N.

k
(c) Z ZJ _o®j =1+ ...+ x: die Summe der reellen Zahlen x1,. .., xy.
]:



k
(d) [[z;= H?:o xj =21 + ...+ xp: das Produkt der reellen Zahlen x1, ..., zy.
j=0
n
() n! = ][j=1-...-n: die Fakultit der natiirlichen Zahl n, also das Produkt der ersten n
j=1
natiirlichen Zahlen.
Die grundlegenden Rechenregeln fiir Potenzen sind:

(i) (-y)"=2a"-y" und (7)" = i—: fiir alle n € Ng und y # 0 im zweiten Fall.
(ii) 27 = L fiir jede ganze Zahl n € Z und z # 0.
(iii) 2™ - 2™ = 2" und f—Z =z" ™ fur alle n,m € Z und x # 0.

(iv) (™)™ = a™™ fiir n,m € Z und = # 0.

Der Ausrduck (x+y)™ ldsst sich fiir z,y € R und n € Ny nach der binomischen Formel schreiben

als .
@+y"=>_ (Z) aky Tk,
k=0
wobei der Binomialkoeffizient (Z) (n iiber k) fiir 0 < k < n definiert ist durch (Z) = k,(%ik),

Als Spezialfélle der obigen Formel kennt man
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(z+y)?=24+2zy+y? und (z—y)? =2%—22y+4°

als erste bzw. zweite binomische Formel aus der Schule.

Als Exponenten von Potenzen sind auch rationale Zahlen moglich, allerdings muss hierfiir im
Allgemeinen die Basis eine positive reelle Zahl sein. Dabei gelten die selben Rechenregeln (i)-(iv)
wie bei ganzzahligen Exponenten. Man beachte insbesondere, dass z3 = v und z3 = Jx fiir
z € R mit z > 0.

Von besonderer Bedeutung sind auch die folgenden Mengen reeller Zahlen, die sogenannten
Intervalle. Es seien a,b € R.

e [a,b| ={zx €R; a<x<b}und (a,b) ={z €R; a <z < b}.

(a,b] ={z €R; a <z <b} und [a,b) ={z € R; a <z < b}.
o (—o0,a] ={z€R; z<a}und (—o0,a) ={z €R; = <a}.

e [a,00) ={zx €R; x > a} und (a,00) = {z € R; = > a}.

Es ist daher (—o0,00) = R. Man sagt abgeschlossenes Intervall fiir ein Intervall der Form [a, b]
und offenes Intervall fiir ein Intervall der Form (a, b). Intervalle der Form [a, b) bzw. (a,b] nennt
man halboffen. Die Verwendung umgekehrter eckiger Klammern fiir offene Intevallgrenzen (etwa
la, b[ fiir (a,b)) ist an der Universitét eher nicht gebrauchlich.

Funktionen und Abbildungen

Abbildungen (Funktionen) sind ein zentrales Thema der Mathematik. Sind A und B nicht leere
Mengen, so ist eine Abbildung f : A — B eine Zuordnung, die jedem Element aus A genau ein



Element aus B zuordnet. Man schreibt fiir die Zuordnung von y € B zu x € A auch = — y oder
flx) =y.

Man beachte bei der Definition die Stelle des Wortes 'genau’: Jedem x € A wird genau ein
y € B zugeordnet, d.h., dass nicht etwa x — y; und x — yo fiir y; # yo moglich ist. Ein z € A
kann nicht zwei (oder mehrere) Funktionswerte haben. Dagegen kann ein y € B durchaus als
Funktionswert mehrerer x-Werte vorkommen, etwa y = f(z1) = f(x2) mit x1,22 € A, 21 # 2.

Man kann eine Abbildung entweder dadurch definieren, dass man die Zuordnung jedes einzelnen
x-Wertes aus A nach B angibt, also eine Zuordnungstabelle ( Wertetabelle) erstellt, oder dadurch,
dass man eine sogenannte Abbildungsvorschrift, also eine allgemeine Zuordnungsanweisung, an-
gibt. Zum Beispiel ordnet die Abbildung

fTR—=R, =z~ 2z

jeder reellen Zahl z € R(= A) den doppelten Wert 2z € R(= B) zu. Eine Zuordnungstabelle
wére hier nicht moglich.

Wichtig: zur Angabe einer Abbildung gehtren neben der Abbildungsvorschrift auch die Mengen
A und B!

Folgende Begriffe sollten Sie kennen. Sei f : A — B eine Abbildung.

(a) A heiit Definitionsbereich von f.

(b) Die Menge f(A) = {f(z); x € A} heiit Werte- oder Bildbereich von f. Es gilt stets f(A) C
B.

(¢) f heift injektiv, falls aus f(z1) = f(x2) schon x; = x5 folgt. Zwei verschiedene Elemente des
Definitionsbereiches einer injektiven Funktion werden also zwangslaufig auf zwei verschie-
dene Elemente des Bildbereiches abgebildet.

(d) f heiBt surjektiv, falls f(A) = B gilt. Jedes Element von B ist also Funktionswert von
mindestens einem Element in A.

(e) f heiit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Der Absolutbetrag und Betragsungleichungen

Bekanntlich kann man zwei beliebige reelle Zahlen a,b € R vergleichen. Es gilt
a<b<=b—a>0 und a<b<=a<bunda#b.

Wir schreiben ferner a > b fiir b < a und a > b fiir b < a. Uber die Zusammenhénge zwischen
Rechenoperationen und Vergleich sollten Sie insbesondere wissen:

(a) Gilt a>0und b >0, soist aucha+b>0und a-b > 0.

(b) Gilt a >0und b<0, soist a-b<0.

Entsprechendes gilt, wenn man ">’ durch >’ und ’<’ durch ’<’ ersetzt.

Der Absolutbetrag oder Betrag |z| einer reellen Zahl x € R ist gegeben durch

2] = x Lfallsx >0
] -z ,fallsz < 0.



Er gibt den Abstand auf der Zahlengeraden von der Zahl x zum Nullpunkt an.

Fiir den Betrag gilt die sogenannte Dreiecksungleichung: Fir x,y € R ist |z + y| < |z| + |y|.
Desweiteren ist |z - y| = |z| - |y| fiir z,y € R.

Mochte man Betragsungleichungen auflosen, so ist zu beachten, dass
|z <a <= z<aundz>-—a

sowie
x| >a <= x>aoderz<-—a

gilt (ersteres ist natiirlich nur fiir a > 0 moglich).

Lineare, quadratische und kubische Gleichungen

Die Losung der linearen Gleichung ax + b = 0 mit a # 0 lautet z = —2.

Fiir die Losung der quadratischen Gleichung 22 + px + ¢ = 0 gilt mit Hilfe der sogenannten
quadratischen Erginzung:

P 4pr+q=0 < 2?+4pr+(8)?=—q+ (8>
= (z+08)?= % —q (binomische Formel)
<(i—)> |z + & = %—q (falls%—qZ())

— z+5= %—q oder z+5§=— %—q
—= rz=-5+ %—q oder z=-§— %—q

Hierbei ist zu beachten:

(a) In der Ausgangsgleichung steht vor dem z? keine Zahl. Ein in einer konkreten Aufgabe
eventuell auftretender Vorfaktor muss zuerst durch Division verrechnet werden. So wird aus
az?® + bz + ¢ = 0 die Gleichung =2 + ga: + £ =0, falls a # 0.

(b) Die Gleichung 2% = a mit a > 0 ist gleichbedeutend mit |z| = /a (und nicht z = \/a). Nach
Definition des Betrages ist letzteres dquivalent zu x = y/a oder x = — /a.

(c) Die Quadratwurzel kann nur aus einer nichtnegativen reellen Zahl gezogen werden. Bei (x)
2
kann man also ausschlieBlich im Fall - — ¢ > 0 weiterrechnen. Ansonsten ist die Rechnung
dort beendet, und die Gleichung hat keine Losung.

(d) Die quadratische Gleichung besitzt demnach
— zwei Losungen, falls % —q>0
— eine Losung, falls % —q=0

— keine Losung, falls % —q<0.

Fiir kubische Gleichungen der Form 22 4 pa? + gz +r = 0 gibt es ebenfalls eine Losungstheorie.
Diese ist jedoch etwas komplizierter als die der quadratischen Gleichungen und soll hier nicht
préasentiert werden. Hat man aber schon eine Losung der kubischen Gleichung, so kann man die
weiteren Losungen (falls vorhanden) folgendermaflen finden:



a) Ist etwa x( eine Losung der kubischen Gleichung (gilt also 23 + px2 + qxo 4+ = 0), so fiihrt
0 o
man eine Polynomdivision durch. Die Rechnung

(3p2® + qz + 1) : (x — o)
liefert dann ein quadratisches Polynom, sagen wir 22 4+ ax + b.

(b) Um die restlichen Losungen der kubischen Gleichung zu finden, muss man nun nur noch die
quadratische Gleichung 22 + ax + b = 0 16sen.

Wie findet man aber diese erste Losung z¢? Gerade dann, wenn die Koeffizienten der Gleichung,
also die Zahlen p, ¢ und r ganzzahlig sind, kann man zunéchst versuchen, eine solche Losung
unter den Teilern der Zahl r zu finden. Man probiert es zunéchst mit 1 und —1, dann mit dem
néchstgrofferen Teiler von » und dem Negativen dieses Teilers, usw.

Man beachte, dass die erste Losung zg auch wieder eine Losung der quadratischen Gleichung
sein kann, die aus der Polynomdivision hervorgeht.

Literatur

Die letzten beiden Biicher auf der Literaturliste auf der Homepage eignen sich besonders zur
Vorbereitung auf Mathematik im Studium. Sie sind (wie die anderen aufgelisteten Werke) im
sogenannten Semesterapparat in der Campusbibliothek fiir Mathematik und Informatik (Geb.
E2 3) zu finden:

e K. Fritzsche: Mathe fiir Einsteiger

e W. PreuB, G. Wenisch: Lehr- und Ubungsbuch Mathematik (Band 1)




