Erginzung zur Analysis 111

Fir A = (a;;) € M(n x p, K) (K Korper), 1 <p <nund iy,...,i, € {1,...,n} sei

Ay iy = (i, )1<pv<p € M(p X p, K).

Satz 9.11 (b) Firl<p<nund A,B € M(n x p, K) gilt

det(A'B) = Z det(A;,..q,) det(By,..,)

1<i1 <...<ip<n

Beweis Sei A € M(nxp, K). Fir by,...,b, € K™ bezeichne (by,...,b,) € M(z xp, K)
die Matrix mit den Spalten by, . .., b,. Da beide Seiten multilinear von den Spaltenvektoren
von B abhéngen, geniigt es, die Formel bei festem A zu beweisen fiir Matrizen B der Form

B:(ejl,...,ejp) (jl,...,jpé{l,...,n}),
wobei eq, ..., e, die kanonischen Basisvektoren des K™ seien. In diesem Fall ist
AtB = (Atejl, e ,Atejp) = (Ajl...jp)t

und daher det(A’B) = det(A;,. ;,). Sind ji,...,J, nicht paarweise verschieden, so sind
beide Seiten der zu beweisenden Gleichung 0.

Sind ji,. .., j, paarweise verschieden und ist 7 : {1,...,p} — {1,...,p} die Permutation
mit

Jr)) < Jr@) < -+ Jx(p)s
so ist die rechte Seite der Gleichung gegeben durch

det(Ajw(l)“'jw(p)) det(Bjﬁu)---jr(p))
= sgn(m)? det(A;,. ;) det(Bj,..;,)
= det(Ajlmjp) = det(AtB),

wobei wir benutzt haben, dass B;,  ;, = E), ist.



