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Mafstheoretische Grundlagen

1 o-Algebren, messbare Funktionen und Mafse

Seien X eine beliebige Menge und P(X) die Potenzmenge von X.

Definition 1.1. Ein System A C P(X) heifst o-Algebra, falls die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

(i) 0,X € A,
(i) Ac A= A€ A,
(iii) (A,) Folge von Mengen in A= J -, A, € A.

Bemerkung 1.2. Sei (A;),.; eine Familie von o-Algebren auf X. Dann ist
Nics Ai eine o-Algebra auf X.

Definition 1.3. (i) Sei

B (RY) = () (A; Ac P (RY) o-Algebra mit U € A fiir alle
offenen U C RY ),

d.h. B(RY) ist die kleinste o-Algebra auf RY, die alle offenen Mengen
enthélt. Wir nennen ‘B (]RN ) die Borelsche o-Algebra auf RV,

(ii) Eine Funktion f: RN — C heift (Borel-)messbar, falls f~*(U) € B (RY)
fiir alle offenen Mengen U C C.

Bemerkung 1.4. Eine Funktion f: RY — C ist genau dann messbar, wenn
f7(A) € B (RV) fiir alle A € B(C).



Satz 1.5. Seien f,g: RY — C messbar und o € C. Dann gilt:
(i) Die Funktionen f+ g,af, f - g,|f|,Re(f) und Im(f) sind messbar.

(it) Falls [ reellwertig ist, sind f+ = max(f,0) und f~ = max(—f,0)
messbar mit f = ft — f~.

(iii) Alle stetigen Funktionen f: RN — C sind messbar.
Fiir jeden offenen Quader Q = (a1,b;) x -+ x (an,by) C RY (a; < b; fiir

i=1,2,...,N) sei
N

Vol(Q) = [ [ (b — a:)

=1

das Volumen von Q.

Satz 1.6. Durch
A B (RY) = [0, 00],

n=1

A — inf {ZVOl(Qn); (Qn) Folge offener Quader mit A C U Qn}
n=1

wird eine Abbildung definiert mat

(i) A(0) =0,
(it) Fiir eine Folge (A,) disjunkter Mengen in B (RY) gilt

A (U An> = A(A).
n=1 n=1
Bemerkung 1.7. Man nennt eine auf einer o-Algebra A definierte Funktion
p: A —[0,00] mit (i) und (ii) ein Maff auf A.
Definition 1.8. Das Mafs A aus Satz heift N-dimensionales Lebesgue-

Mayfs.
2 Das Lebesgue Integral
Fir A € B (RN) sei

1, z€A,

RY SR, z—
xa {O, ¢ A



die charakteristische Funktion von A. Eine Funktion der Form

f=Y aixa,
=1

mit n € N,o; € C und 4; € B (RY) fiir i = 1,2,...,n heilt einfache
Funktion.

Definition 2.1. (i) Fiir eine einfache Funktion f = >"" | a;xa, wie oben
mit f > 0 definiert man

. f(x)dz = /fd)\ = Z N (A;).

(ii) Fiir eine messbare Funktion f > 0 definiert man

f(z)dx = sup {/ g(x)dz; g einfach mit 0 < g < f} € [0, o0].
RN RN

Die Funktion f heifst integrabel, falls [,y f(z)dz < oco.

(iii) Eine messbare Funktion f: RY — C heiRt integrabel, falls Re(f)* und
Im(f)* integrabel sind. Wir nennen

N f(z)da = (/RN Re(f)tdX — /RN Re(f)—cu>

+i (/RN Im(f)*tdA — /RN Im(f)‘d)\)

das Lebesgue Integral von f.
Bemerkung 2.2. (i) Wir vereinbaren folgende Rechenregeln:

(a) z+ 00 =00+ 1z = oo fiir alle z € R,
(b) z - 00 = oo fiir alle z > 0,
(¢) 0-00=0.
(ii) Das Integral einer einfachen Funktion f > 0 in Definition (i) ist
wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Darstellung von f.
Man nennt A C RY eine Nullmenge, falls A € B (RY) und A(A) = 0.
Definition 2.3. Man sagt, eine punktweise definierte Eigenschaft gilt fast

iberall (kurz: f.i.), falls es eine Nullmenge A gibt, sodass jeder Punkt x € A°
diese Eigenschaft hat.



Ein Beispiel hierfiir wire f = 0 f.i.
Satz 2.4. Seien f,g: RY — C integrabel und oo € C. Dann gilt:
(i) Die Funktionen f + g und af sind integrabel und

/(f+g)d>\:/fd/\+/gd)\, /(ozf)d)\:oc/fd)\.

(i) Falls f < g, dann gilt [ fdX < [ gd\.

(iii) Eine messbare Funktion f: RN — C ist genau dann integrabel, wenn
|f| integrabel ist. In diesem Fall gilt:

(a) | [ fAX| < []f]dA.
() [1fldA =0 f =0 fi
(iv) Falls f = g f.i., dann gilt [ fd\ = [ gdA.

Definition 2.5. Sei A € B (RN). Eine funktion f: A — C heiltt messbar
bzw. integrabel, falls die triviale Fortsetzung

7. N f(‘r)J .TEA,
f*R —>(C,xr—>{07 v A

diese Figenschaft hat. Ist f: A — C integrabel oder messbar und nichtneg-
ativ, so setzt man

/ f(z)dx = flz)dz.
A RN
Die Eigenschaften des Integrals aus Satz gelten sinngemafs.

3 Konvergenzsatze

Sei A € B (RY) und seien fi, fo,... und f messbare Funktionen auf A,
sodass

T fu(2) = /(@)

fiir fast alle z € A gilt.

Satz 3.1 (Satz von der monotonen Konvergenz). Gilt

0< filz) < folz) <.
fur fast alle x € A, so ist

/f(:r:)da: = lim [ f.(x)dz.
A

n—o0 A



Satz 3.2 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Gibt es eine integrable
Funktion g auf A mit

[fn(2)] < g(2)
fiir alle n € N und fast alle x € A, so ist f integrabel und es gilt

/f(a:)das = lim [ f.(z)dz.
A n—oo

A

4 Der Satz von Fubini

Seien A € B (]RN) und B € B (RN/). Dannist A x B € B (RNJFN/) und es
gilt
AMA x B) = MA)A(B).

Bemerkung 4.1. Die o-Algebra ‘B (RN +N /) wird erzeugt von Mengen der
Form A x B mit A € B (]RN) und B €% (RN/).

Satz 4.2 (Satz von Fubini). Sei f integrrabel auf A x B. Dann gilt:
(1) Fiir fast alle x € A ist der Schnitt
for B—=C, y— f(z,y)
integrabel. Fiir fast alle y € B ist der Schnitt
fP A=C, o f(z,y)
integrabel.

(i1) Die Funktion

I;: A= C, z+ {fB f2(y)dy, falls f, integrabel,
’ 0

, sonst

15t integrabel.
Die Funktion

[ fY(x)dx,  falls fY integrabel,

0, sonst

Jy:B—=C, y— {
15t integrabel.

(i1i) Es gilt:
rnat = [ 1y = [ atay

AxB



Bemerkung 4.3. Man schreibt (iii) oft in der Form

o [ ([} [ ([ o)

und sagt ,.die Reihenfolge der Integration darf vertauscht werden®.

5 Die Transformationsformel

Sei U C R¥ offen und sei T: U — RY differenzierbar. Dann bezeichnet
onTi(x) -+ ONTi(z)

Jr(z) = : :
ITn(z) -+ ONTN(T)
die Jacobi-Matrix von 7" im Punkt z € U.

Satz 5.1. Seien U,V C RN offen und sei T: U — V eine bijektive Abbildung,
sodass T und T stetig differenzierbar sind. Dann gilt fiir jede integrable
Funktion f:V — C die Gleichung

/f dy—/f )) [det(r(x))] dz.

6 Der Zusammenhang zwischen Riemann- und
Lebesgue Integral

Satz 6.1. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f: [a,b] — R eine
beschrinkte Funktion. Dann gilt:
(i) Die Funktion f ist genau dann Riemann integrabel, wenn sie in fast
jedem Punkt aus |a,b] stetig ist.
(i1) Ist f Riemann integrabel, dann ist f auch Lebesgue integrabel und das
Riemann- und das Lebesque Integral stimmen tiberein.
Bemerkung 6.2. Nicht jede Lebesgue integrable Funktion ist Riemann inte-
grabel. Zum Beispiel ist die charakteristische Funktion
1, zeQ,
0, sonst

f:10,1] — R, x»—){

Lebesgue integrabel mit
flz)de =
[0,1]
aber sie ist nicht Riemann integrabel.



7 Die Raume £? und [

Definition 7.1. Fiir 1 < p < oo sei

LP = {f R — C; f ist 2m-periodisch und || f[|, < oo}

mit
1 2T %
— p
191, = (5 [ I a)
und
LY ={f: R—C,; fist 2r-periodisch und|| f]|,, < oo}
mit

Ifle= jnf {sup{lf(@)]; = €R\N}}.

Nullmenge

Bemerkung 7.2. (i) Falls f € L=, soist {z € R;|f(z)| > || f]|..} eine Null-
menge.

(i) Falls f € £P mit || f[|, =0, so ist f = 0 fast iiberall.
Definition 7.3. (i) Fir 1 <p <ocosei N? ={f € LP;||f| ., =0}

(ii) lfiir 1 <p<oose P = L’p[./\/’p. Also besteht der Raum LP aus den
Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation

f~g&e f—geNP fur f,ge LP.
Satz 7.4. Sei 1 < p < oo. Dann gilt:
(i) Die Mengen LP und LP sind C-Vektorrdume.

(it) Durch || f +NP||, = | fll, wird eine Norm auf L? definiert, d.h. fiir
alle f,g € L und a € C gilt
(¢) Ifll,=0& f=0,
(b) llacfll, = lal IL£1,,
(c) IIf +gll, <A1, + llgll,

(i1i) Der Raum LP ist ein Banachraum.



(iv) Ist 1 <p < oo und f € LP, so existiert eine Folge
(fai)nen C{f: R = C; f stetig und 2w-periodisch}

mit || f — fall, = 0 fiirn — oco. Man sagt, die stetigen, 2m-periodischen
Funktionen sind dicht in LP fir 1 <p < oo.

Bemerkung 7.5. (i) Die Ungleichung (c) in (ii) nennt man die Dreiecks-
Ungleichunyg.

(ii) Firl <p<g<oogilt L' D LP D LI C L*™.
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