11 Hilbertraume

Sei H ein Vektorraum iiber K = R oder K = C.
Definition 11.1. (a) Eine sesquilineare Form auf H ist eine Abbildung
(w):HxH—K
so, dass fiir alle z,z’,y,9' € H und «, 8 € K gilt
(ax + Ba',y) = alz,y) + B(z, ), (zv,ay+ By') = alz,y) + Blz,y).

(b) Eine sesquilineare Form (-,-) auf H heif}t

(i) hermitesch, falls (x,y) = (y,x) ist fiir alle x,y € H,
(ii) positiv semidefinit, falls (x,x) > 0 ist fiir alle © € H und
(iii) positiv definit, falls (x,2) > 0 fiir alle z € H ist und (x,x) = 0 ist genau dann, wenn x = 0 ist.
(¢) Ein inneres Produkt (Skalarprodukt) auf H ist eine positiv definite hermitesche Form auf H.

Lemma 11.2. (Polarisationsgleichungen)

Sei (-, ) eine sesquilineare Form auf H und seien z,y € H.

(a) Ist K =R und ist (-,-) hermitesch, so gilt 4(x,y) = (x + y,x + y) — (x —y,x — y).

(b) Ist K =C, so gilt 4{x,y) = (x+y,x +y) — (x —y, v —y) +i({x + iy, x +iy) — (x — iy, — iy)).
Beweis. Beide Teile folgen durch Ausmultiplizieren direkt aus den Definitionen. O

Bemerkung 11.3. Eine sesquilineare Form (-, -) auf einem C-Vektorraum H ist hermitesch genau, wenn

(z,z) € Rist fiir alle z € H.

Beweis. Ist (-, -) hermitesch, so folgt fiir alle x € H

(x,2) = (x,x).

Ist (z,z) € R fiir alle z € H, so bedeutet das Vertauschen von x und y auf der rechten Seite der Formel

in Lemma 11.2(b) genau den Ubergang zur komplex konjugierten Zahl. O

Satz 11.4. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Sei (-,-) eine positiv semidefinite hermitesche Form auf H. Dann ist

[z, ) * < (z,2) (y,y)

fiir alle v,y € H. Ist {-,-) positiv definit ist, so gilt fiir zwei Elemente x,y € H genau dann Gleichheit in

der obigen Ungleichung, wenn x und y linear abhdngig sind.
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Beweis. Fir z,y € H und o € K gilt
0 < {ax +y, ax+y) = |af*(z,2) +2 Re alz,y) + (y,7)-
Ist (z,z) = 0, so folgt fiir t € R mit o = ¢(y, x)
0 <2 tl(z,9)|* + (y,9)-

Da dies fiir alle ¢ € R gilt, ist auch (z,y) = 0. Ist (z,z) # 0, so folgt mit o = —(y, x)/(z, z), dass

Lzl
0= "2)

Durch Multiplizieren mit (z, x) folgt die behauptete Ungleichung. Sind z, y linear abhiingig, so gilt offen-

+ (¥, 9)-

sichtlich Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.
Sei jetzt (-, -) positiv definit und seien z,y € H zwei Elemente, fiir die Gleichheit gilt. Ist 2 # 0 und wiihlt
man « = —(y, z)/{x, ), so folgt wie oben, dass (ax +y, azx +y) = 0 ist. Also ist

in diesem Fall. Damit ist auch der Zusatz gezeigt. O

Korollar 11.5. Ist (-,) ein inneres Produkt auf H, so definiert
[l H =R,z = /({z, )
eine Norm auf H.

Beweis. Fiir x,y € H folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dass

lz+yl* = (e+y,z+y) =z|® +2Re (z,y) +lyl* < [|lz]|* +2 ||zl [lyll + ly]?
= (l=ll + llyl)?
gilt. Also gilt die Dreiecksungleichung. Ofensichtlich erfiillt || - || auch die iibrigen Eigenschaften einer
Norm. O

Definition 11.6. Ein Hilbertraum ist ein K-Vektorraum H zusammen mit einem Skalarprodukt (-, -)

auf H, fiir das die induzierte Norm vollsténdig ist.
Beispiel 11.7. Beispiele von Hilbertrdumen sind

(a) der R-Vektorraum R" mit dem Skalarprodukt ((z;)" . (v:)" ) = > ., z;4; und der C-Vektorraum
C™ mit dem Skalarprodukt ((z;)! 1, (y;)f—q) = > iy i,
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(b) der Raum ¢? der quadratsummierbaren komplexen Zahlenfolgen mit dem Skalarprodukt
(()ien, (Yi)ien) = Y @i0h,
i=0

(¢) der Raum L?(u) aller (Aquivalenzklassen von) quadratintegrablen C-wertigen Funktionen f : X — C

auf einem Mafiraum (X, 9, 1) mit dem Skalarprodukt

(W lgl) = / 17 du.

Satz 11.8. Fir einen Hilbertraum H gilt:

(a) Das Skalarprodukt {-,-) : H x H — K ist stetig, wenn man H mit seiner Normtopologie und H x H

mit der Produkttopologie versieht.
(b) Fiir x,y € H gilt
|z +yl|? + |z — y|I* = 2(|=)|* + |ly|*) (Parallelogrammgleichung).
Beweis. (a) Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir =, xo,y,y0 € H

[z, y) = (o, o)l < & — 20, y)| + [{x0,y = yo)l

IN

Iz = zoll(llyoll + lly = woll) + llzoll ly = woll

Also ist das Skalarprodukt stetig.
(b) Durch Ausmultiplizieren folgt

2+l + llz =yl = (& +y.x +y) + (& —y,z —y) = 2||z[* + 2[|y||?
fiir alle z,y € H. O

Satz 11.9. (Bestapproxzimationen) Sei H ein Hilbertraum. Dann gibt es zu jeder abgeschlossenen konve-

xen Menge @ # C C H und jeden Punkt x € H ein eindeutig bestimmies Element y € C mit
|z —y|| = inf{[|z - z; z € C}.

Beweis. Da dist(x, C) = dist(0, C' — x) ist, diirfen wir annehmen, dass = = 0 ist. Sei 6 = inf{||z]|; z € C}
und sei (Yn)nen eine Folge in C' mit lim,, o |y, || = 0. Ist € > 0 beliebig, so gibt es ein n. € N derart,
dass fiir alle n,m > n,

Yn + Ym

2
0 = i l? 2 45+ =l

46% + € > 2|lynll* + 2llyml|* = 4‘
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gilt. Dabei haben wir die Parallelogrammgleichung und die Konvexitéit von C' benutzt. Diese Uberlegung
zeigt, dass (yn)nen eine Cauchy-Folge ist. Wegen der Vollstéindigkeit von H existiert der Limes y =
lim, oo ¥ in H. Da C abgeschlossen ist, ist Y € C und nach Wahl der Folge (y,)nen gilt |ly]| =
lim,, s o0 [|yn || = dist(0, C).

Ist auch g € C mit ||g|| = dist(0, C'), so folgt wie oben mit § statt y,,, dass

46% + € > 2|lynll* + 2/|7]1* > 46° + Iy — 9/1?
fiir alle gentigend groflen n gilt. Also ist § = lim, o0 Y = . O

Definition 11.10. Sei H ein Hilbertraum und seien z,y € H,A C H. Man nennt x,y orthogonal

(geschrieben x L y), wenn (x,y) = 0 ist. Die Menge
At ={z € H; 2 L afiir alle a € A}

heifit das orthogonale Komplement von A in H.

Mit der Stetigkeit des Skalarproduktes (Satz 11.8) folgt, dass orthogonale Komplemente beliebiger Teil-

mengen von H abgeschlossene Teilrdume von H sind.

Satz 11.11. Sei H ein Hilbertraum und sei M C H ein abgeschlossener Teilraum. Dann zerfdllt H in
die algebraische direkte Summe

H=M&M*.

Beweis. Ist Y € M N M=, so ist (y,y) = 0 und damit y = 0.
Ist € H, so gibt es nach Satz 11.9 ein m € M mit ||z — m|| = dist(x, M). Sei m* = 2 — m. Dann gilt
fir allet e Rund z € M

[m[* = fla = ml® < o = (m + t2)|* = [[m*]|* = 2Re t(m™, 2) + ]| ||*.

Fiir t > 0 und z € M folgt

%Re(mﬂz) < |zl
Indem man z durchmultipliziert mit geeigneten Zahlen vom Betrag 1, erhélt man, dass

2l ) < el
fiir alle ¢ > 0 und z € M gilt. Also ist m* € M+ und 2 = m +m* € M + M*+. O
Sei im Folgenden H ein Hilbertraum iiber K = R oder K = C.

Korollar 11.12. (Satz von Riesz-Frechét) Die Abbildung
b:H—H, v+ ()
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ist ein antilinearer (das heifft ®(x+2') = ®(z)+P(2') und ®(ax) = a®(z) fir alle x,2’ € H und « € K)

isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Fiir « € H ist ®(x) eine Linearform auf H. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt,

dass fiir x € H \ {0} gilt
x

1l < ] = <”x> < )]l

[l
Die Abbildung ® : H — H' ist offensichtlich antilinear. Sei w € H' \ {0}. Nach Satz 11.11 gibt es einen
Vektor € (Ker u)* \ {0}. Wegen
Ker u C Ker (-, z)

gibt es nach Lemma 7.13 einen Skalar o € K \ {0} mit (-, ) = au. Dann ist aber v = ®(2Z). Damit ist

z
@

gezeigt, dass ® antilinear, isometrisch und surjektiv ist. O
Korollar 11.13. Ist M C H ein linearer Teilraum, so gilt
M= (M)t

Beweis. Wegen M+ = ML diirfen wir annehmen, dass M C H ein abgeschlossener Teilraum ist.
Offensichtlich gilt M < (M*)*. Sei umgekehrt 2 € (M=*)*. Nach Satz 11.11 gibt es Vektoren

m e M, m*t € M+ mit x = m + m*. Dann ist aber

(mt,mb) = (mt,z—m) =0
und daher x =m e M. |
Korollar 11.14. Hilbertriume sind reflexiv (siche Definition 7.12).

Beweis. Ist A € H”, so definiert die Komposition
o H- S H S K

eine antilineare stetige Abbildung. Nach Stz 11.12 gibt es einen Vektor y € H mit

M@ (z)) = (x,y) fir alle z € H.
Dann folgt fiir alle u € H’
Mu) = M@ () = (y, @~ (u)) = uly).

Also liegt A = j(y) € Im j im Bild der kanonischen Isometrie j: H — H". O
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Lemma 11.15. (Pythagoras) Fir x,y € H mit x Ly gilt
2+ gl = = + Iyl

Allgemeiner gilt fiir paarweise orthogonale Vektoren x1,...,x, € H

n
D
i=1

Beweis. Ist x; L x; fir 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j, so folgt

2 n

=D Il

i=1

OIETD SEVED MUNEED SR
i=1 i=1 i,j=1 i=1
durch Ausmultiplizieren. O

Wir benétigen einige Resultate iiber summierbare Familien in Hilbertraumen oder Banachraumen. Sei

im Folgenden ein Banachraum iiber K = R oder K = C.

Definition 11.16. Sei (z;);jcs eine beliebige Familie von Elementen in F und sei € E. Man nennt

(zj)jes summierbar zu = (und schreibt abkiirzend dafiir > . ;x; = x), wenn es fiir jedes € > 0 eine

=
endliche Menge Jy C J gibt so, dass
Z T;—x|| <€
jeEK

ist fiir alle endlichen Mengen K C J mit Jy C K.

Bemerkung 11.17. (a) Sei (z,,)nen eine Folge in K (oder in K fiir N € N*). Man kann zeigen, dass
(zn)nen summierbar ist zu einem Element z genau dann, wenn z = ZZOZO zp ist und die Reihe absolut
konvergiert. Dies folgt aus dem nachfolgenden Satz 11.18 zusammen mit Theorem 10.1 in [?]. In unendlich
dimensionalen Banachriumen F kann man aus der Summierbarkeit einer Folge (z,)nen in F nicht mehr
auf die absolute Konvergenz der Reihe Y77 z, schliefien.

(b) Eine Familie (z;),cs in E ist summierbar zu « € E genau dann, wenn das Netz (ZjeK L) KC Jendlion
gegen x konvergiert.

(c) Sind () e, (y;)jes in E summierbar zu = bzw. y, so gilt fiir & € K und jede stetig lineare Abbildung

T € L(E, F) von E in einen anderen Banachraum F', dass

@ity =x+y, Y (ox;)=az, » Tz; =Tz

ies JjeJ jeJ
Fiir die Giiltigkeit der letzten Identitéit geniigt es, dass T : E — F stetig ist und dass T'(x+y) = Tz +Ty
fur alle z,y € H gilt.

96



Satz 11.18. (Cauchy-Bedingung) Eine Familie (x;)jcs in E ist summierbar genau dann, wenn zu jedem

€ > 0 eine endliche Menge Jy = Jo(€) C J ewxistiert mit
Z Tl <€
JEK

fiir alle endlichen Mengen K C J\ Jy.

Beweis. Sei (xj)jes summierbar zu x und sei e > 0. Wéhle dazu eine endliche Menge Jy C J wie in

Definition 11.16. Dann gilt fiir alle endlichen Mengen K C J \ Jy

ij < Z x| —x|| + :U—Z:cj < 2e.

JjEK JEKUJ, j€do

Sei jetzt umgekehrt(z;);cs eine Familie in E, die die im Satz beschriebene Cauchy-Bedingung erfiillt.

Fiir jedes k € N* gibt es dann eine endliche Menge J;, C J

1
Z vl <% fiir alle endlichen Mengen K C J \ Jj.
JEK

Ohne Einschrankung darf man zuséatzlich annehmen, dass J;, C Jy41 fiir alle £ > 1 gilt. Wegen

domi= dmll =] X <%fﬁrq2p21

J€Jq Jedp J€Jq\Jp

existiert der Grenzwert x = limy,_, oo ZjeJk xj, und es ist

1
x—zgcj < - firp>1.
A b

Ist € > 0 und k£ € N* mit % < €, so gilt fiir alle K D Jy,

e
2
x—ij < x—vaj + Z <%<e.
JEK jEJkO jGK\JkO
Also ist (z;);es summierbar zu x. O

Man nennt eine Familie (z;),es in E absolut summierbar, wenn die Familie (||z;[|);es in R summierbar

ist. Wir schreiben abkiirzend hierfiir 3, ; ||| < occ.

Korollar 11.19. Ist (z;),es eine absolut summierbare Familie in dem Banachraum E, dann ist (z;),ecs

summierbar in E.

Beweis. Es geniigt zu beachten, dass die Giiltigkeit des Cauchy-Kriteriums fiir (||2;||);es die Giiltigkeit

des Cauchy-Kriteriums fiir (z;);es impliziert. O

97



Bemerkung 11.20. Eine Familie (¢;);es von Zahlen ¢; € [0, 00) ist summierbar in R genau dann, wenn
das Supremum
s = sup th; K C J endlich ; < o0
JjEK
ist. In diesem Fall gilt s =3, ; ¢;.

Beweis. Seit=7Y_._,t;. Dann gibt es eine endliche Menge Jy C J mit

dtelt—1t+1]

JjEK

jed

fiir alle endlichen K O Jy. Dann ist aber
Mot D t<t+l
jeEK JEKUJT,
fiir alle endlichen Mengen K C J.
Sei umgekehrt das Supremum s aller endlichen Teilsummen von (¢;);es endlich und sei e > 0. Dann gibt

es eine endliche Menge Jy C J mit

th>sfe.

Jj€Jo
Fiir jede endliche Menge K D Jj ist dann

s—e< thgs.

Also ist (t;);es summierbar zu s. O

Sei H im Folgenden wieder ein Hilbertraum. Man nennt eine Familie (z;) ey orthogonal, falls x; L xy, ist

fiir alle j,k € J mit j # k.

Satz 11.21. Eine orthogonale Familie (x;)je. in H ist summierbar genau dann, wenn Y, ; l|lz;]|? < oo

ist. In diesem Fall gilt
2

Dol =Dl

Jjed JjeJ

Beweis. Nach dem Satz von Pythagoras (Lemma 11.15) gilt fiir alle endlichen Mengen K C J
2

Yol =D ™

JEK JjEK

Mit dem Cauchy-Kriterium (Satz 11.18) folgt, dass (z;)jes in H summierbar ist genau dann, wenn

(Jlzj]I*)jes in R summierbar ist. Sei = Y., z;. Indem man Bemerkung 11.17(c) anwendet mit 7" =

jeJ

(-,z) und T = (x;, -), erhélt man

l))* = <Z xja$> = w0y =) (Z@am)) =l l*-

JjeJ jeJ je€J \keJ

Damit ist die behauptete Aquivalenz und der Zusatz bewiesen. O
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Definition 11.22. Sei (z;) e eine Familie in H. Man nennt
(a) (z;)jes ein Orthogonalsystem, wenn x; L xy ist fiir alle j,k € J mit j # k,
(b) (xj)jes ein Orthonormalsystem, wenn x; L xy, fiir j # k und ||z;|| =1 fiir alle j € J ist,

(c) (xj)jes ein wvollstdndiges Orthonormalsystem oder eine Orthonormalbasis von H, wenn (x;)jc ein

Orthonormalsystem ist und LH{z;;j € J} = H ist.
Entsprechende Bezeichnungen werden wir auch fiir Teilmengen von H statt fiir Familien in H verwenden.
Satz 11.23. Sei (x;);es ein Orthonormalsystem in H. Dann gilt fir alle x € H
(a) 3 ;cs [z, x)[* <|lz]|* (Besselsche Ungleichung),
0) ||~ Syestwane|| = Il - ey leg, a2

Beweis. Fiir alle endlichen Mengen K C J gilt

2
0< o= (wz)z|| = la® —2Re > (wj,a)(w,a;) + > |wj,2)]
jeK jeK jeK
= el = Ky o)
jeK

Nach Bemerkung 11.20 ist (|(z;,z)|?)jcs summierbar und nach Satz 11.21 ist auch ((zj, z)z;),cs sum-
mierbar. Indem man zweimal Bemerkung 11.17(b) anwendet erhélt man, dass

2 2

z =y (zj, @)z = e - D wpmay|| =llzl* =Y [y, )
jeJ o jEK jeJ
gilt. O
Satz 11.24. Fir ein Orthonormalsystem (x;);ecy in H sind dquivalent:
(1) (x;);e ist eine Orthonormalbasis von H,
(i) {ay:d € T} = {0},
(i1i) fir jedes x € H ist v =}, ;(x, 5)7;,
(iv) fir jedes v € H ist ||z||* = dies (@, x)]?.

Beweis. Ist (x;);cs eine Orthonormalbasis von H so gilt

{x5;5 € J}* =LH{z;;j € J}* = H = {0}.
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Um zu sehen, dass (iii) aus (ii) folgt, beachte man, dass fiir alle x € H und i € J
<x - Z(m,xj>xj, xl> = (x,2;) — {(x,2;,) =0
icJ
gilt. Die Aquivalenz von (iii) und (iv) folgt aus Satz 11.23(b). Da alle Summen in (iii) in LH{z;;j € J}
liegen, folgt (i) aus (iii). O

Satz 11.25. (Existenz von Orthonormalbasen)
Jeder Hilbertraum H besitzt eine Orthonormalbasis. Fir jede orthonormale Menge M C H gibt es eine

Orthonormalbasis B von H mit M C B.

Beweis. Sei My C H eine orthonormale Teilmenge. Dann ist
g+ M={M C H; M orthonormal mit My D M}

eine partiell geordnete Menge beziiglich der Mengeninklusion. Ist C C M eine Kette, so ist U(C; C € C)
eine obere Schranke fiir C in M. Nach dem Zornschen Lemma enthélt M ein maximales Element B.
Dann ist B eine Orthonormalbasis von H, denn sonst gébe es nach Satz 11.24 einen Vektor z € H mit

lz]] =1 und « L B im Widerspruch zur Maximalitit von B. O

Lemma 11.26. FEin Hilbertraum H ist separabel genau dann, wenn er eine abzdhlbare Orthonormalbasis

besitzt.

Beweis. Zum Beweis diirfen wir annehmen, dass n = dimg (H) = oo ist, denn sonst ist H isometrisch

isomorph zu K™ versehen mit der euklidischen Norm. Ist (e,,)nen eine Orthonormalbasis von H, so ist

N
U { tnen; to,...,tx € K mit Re t,,Im ¢, e@furnzo,...,N}
NeN (n=0

eine abzihlbare dichte Teilmenge von H. Sei umgekehrt {x,;n € N} C H eine abzihlbare dichte Teil-

menge. Rekursiv kann man eine Teilfolge (y,,)nen von (2, )nen definieren mit

LH{zo,...,xn} C LH{yo,...,yn}

fiir alle n € N. Mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren aus der Linearen Algebra

kann man rekursiv ein Orthonormalsystem (e, ),>o konstruieren so, dass

LH{eg,...,en} =LH{yo,...,yn}

fiir alle n € N ist.

Yo
lyoll

Es geniigt, eg = zu setzen und im Rekursionsschritt

Ynt1 — Doro(Yn+1, €i)e€;
lYns1 — Z?=o<yn+la ei)eql|

zu definieren. Da die abgeschlossene lineare Hiille der Vektoren e,, (n € N), die dichte Teilmenge {z,,;n €

Ent1 =

N} C H enthiilt, ist (e,,)nen eine Orthonormalbasis von H. O
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Satz 11.27. Seien H, K Hilbertrdume mit Orthonormalbasen (b;);cr und (¢;)jey. Gibt es eine Bijektion

w: 1 — J, so existiert ein isometrischer Isomorphismus U : H — K mit Ub; = cy;) fiir alle i € I.

Beweis. Nach Satz 11.24 hat jedes x € H eine Darstellung oder Form
T = Zaiei (a; € C).
il
Diese Darstellung ist eindeutig, da notwendigerweise a; = (x,e;) ist fiir alle 4. Nach Satz 11.21 ist die
Abbildung U : H — K, U(}_,c; cibi) = > ;o5 @icy(s) wohldefiniert und isometrisch. Da das Bild von U
dicht ist, ist UH = UH = K. OJ

Korollar 11.28. Alle separablen Hilbertrdume mit dimg (H) = oo sind isometrisch isomorph zu 2.
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 11.26 und Satz 11.27. O

Beispiel 11.29. (Fourierreihen) Sei T = {z € C; |z| = 1} und sei m das Lebesguemafl auf R. Die
Abbildung ¢ : [-7, 7] — T, t — e ist stetig, also Borel-messbar. Das induzierte Maf

-1
m(¥ (4))

A1 B(T) = [0,1], MA) = =

auf T nennt man das normalisierte Lebesquemafi auf T. Fiir f € LYT,B(T),\) ist fo e €

LY([~n, 7], B([—m, 7)), m) und )
/deA:% / fop dm.
]

[—m,m
Es ist C(T) € L*(T) = L*(T, B(T), \) und (2"),ez ist ein Orthonormalsystem in L?(T), denn es gilt

T

1 . .
<zn’zm>L2(T) — /Z"?md)\: %/emte—zmtdt
T -7
1],
= L fewmrazs,,
™

—T

fiir alle n,m € Z. Wir zeigen, dass (2"),ez eine Orthonormalbasis von L?(T) ist. Nach dem Satz von

Stone-Weierstraf (§2) ist die Teilalgebra
LH{z"; ne Z} C C(T)

dicht beziiglich der Supremumsnorm || - ||7. Da C(T) C L?*(T) dicht ist (Proposition 7.4.2 in [?]), ist

(2™)nez eine Orthonormalbasis von L?(T). Fiir f € L?(T) und n € Z nennt man

f) = o= [ Fet)edmt) = (5.5 1o
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den n-ten Fourierkoeffizienten von f. Nach Satz 11.24 konvergiert die Reihe

f= Z(f, 2" = Z f(n)z"  (Fourierentwicklung)

nez neEZ

fiir jedes f € L?(T) in dem Hilbertraum L?(T) und

172y = D IF ().

nez
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