HILBERTRAUME
DEFINITION UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

1. DEFINITION

Definition. FEin Skalarprodukt oder inneres Produkt auf einem C-Vektorraum
H ist eine Abbildung (-,-) : H x H — C, fiir die gilt:

(i) (af +Bg,h) = a(f,h) +B(g,h) (a,B€C, f,gcH)
(i) (f,9)=1(9,f) (f,g€H)
(iii) (f,f) >0 (feH)und(f, f)=0« f=0.

Ein Prahilbertraum ist ein C-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt versehen
15t.

Satz. Sei H ein Prdhilbertraum. Dann ist die Abbildung

[-1:H =R, [fll=V(ff)
eine Norm auf H und es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(£l < fIllgll - (f,9 € H).

Definition. Ein Hilbertraum ist ein Prdhilbertraum, der beziiglich der obigen
Norm vollstindig ist.

Im folgenden seien H und K immer Hilbertrdume.

2. ORTHOGONALITAT

Definition.

(a) Zwei Elemente f,g € H heiffen orthogonal, falls (f,g) =0 gilt. Man schreibt
hierfir f L g.

(b) Zwei Teilmengen S,T C H heiflen orthogonal, falls f L g fir alle f € S,
g €T gilt. Man schreibt hierfir S L T.

(c) Fiir eine Teilmenge T C H definiert man den Orthogonalraum T durch:

TH={fecH; fL1g firalegecT}

Wie man leicht sieht, ist T ein abgeschlossener Unterraum von H.
Satz. Sei M ein abgeschlossener Untervektorraum von H.
(a) Zu jedem f € H gibt es genau ein fo € M mit

If = foll = dist(f, M) = inf{[|f —gl| ; g € M}.
(b) Fiir f € H und h € M gilt

If = hll = dist(f,M) < f—heM*".
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Definition. Nach dem letzten Satz existiert zu jedem abgeschlossenen Untervektor-
raum M von H und jedem f € H genau ein Element fo € M mit f — fo € M*.
Hierdurch wird eine Abbildung

P:H—H, f—fo
definiert. Man nennt P die Orthogonalprojektion von H auf M.

Satz. Sei M ein abgeschlossener Untervektorraum von H und sei P die Orthogonal-
projektion von H auf M. Dann gilt:

(a) P ist eine lineare Abbildung mit ||P|| < 1.

(b) Es gilt P2 = P (das heifit, P ist eine Projektion).
(c) Es gilt kerP = M+ und ranP = M.

(d) 1y — P ist die Orthogonalprojektion auf M.

Definition. Fir eine Teilmenge T' C H definiert man die abgeschlossene lineare
Hiille \/ T als den Durchschnitt iber alle abgeschlossenen Untervektorrdume von
H, die T enthalten.

Satz. Fir jede Teilmenge T von H und jeden Untervektorraum M von H gilt:

(a) VT = T+ = (TﬁJ- und \/ T = spanT
(b) M = M+ und (M)* = M+
(c) M ist dicht in H (das heifft M = H ) genau dann, wenn M+ = {0}.

3. LINEARFORMEN

Satz. Sei A: H — K eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) A ist stetig.
(i) A ist gleichmiflig stetig.
(iii) Es gibt ein C' > 0 mat ||Af|| < C||f|| fir alle f € H.

Wegen (iii) werden lineare Abbildungen auch als beschrinkt bezeichnet.

Definition.

(a) Sei A: H— K eine stetige lineare Abbildung. Dann definiert man die Opera-
tornorm von A als

[All = inf{C >0 [[Af|| < C|f|| fir alle f € H}.

(b) Die Menge aller stetigen linearen Abbildungen von H nach K wird mit L(H, K)
bezeichnet. Abkiirzend schreibt man auch L(H) statt L(H,H). Elemente von
L(H, K) bezeichnen wir auch als Operatoren.

(¢) Ein Operator A € L(H, K) heifit invertierbar, wenn er bijektiv ist und die in-
verse (automatisch lineare) Abbildung A™1 stetig ist, das heifst A=1 € L(K, H)
gilt.

(d) Die Elemente des Dualraumes L(H,C) von H werden als stetige lineare
Funktionale bezeichnet.
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Satz.

(a) Fir jeden Operator A € L(H,K) gilt
[A]l = sup{[[AfI| 5 I/l <1} = sup{[|Af] ; [If]l =1}

und

IASIF < [[AIIfI} fir alle f € H.
(b) Die Operatornorm | - || : L(H,K) — R ist eine Norm auf dem C-Vektorraum
L(H,K) und L(H, K) versehen mit dieser Norm ist ein Banachraum.

Satz (Riesz-Fréchet). Sei ¢ : H — C ein stetiges lineares Funktional. Dann gibt es
genau einen Vektor fo € H mit

o(f) = (f, fo) fiir alle f € H,
und es gilt ||l = || fol-

4. ORTHONORMALSYSTEME

Definition. Sei I # () eine Menge. Fine Familie (f;);cr von Elementen aus H
heifst summierbar, wenn es ein f € H gibt, so daff zu jedem € > 0 eine endliche
Teilmenge Fy von I mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Fiir jede endliche Teilmenge F von I mit Fy C F gilt ||f — Zle <e.
ieF
Existiert ein solches f, so ist es eindeutig bestimmt und wird die Summe der f;
genannt und mit
F=Y_f

i€l
bezeichnet.

Definition. Sei I # () eine Menge. Eine Familie (e;);c; von Elementen aus H
heifst Orthonormalsystem, wenn

o _J 1, falsi=j
(eir€5) = { 0 , sonst
qgilt.

Satz (Besselsche Ungleichung). Sei (e;)ier ein Orthonormalsystem in H. Dann ist
fiir jeden Vektor f € H die Familie (|(f,e;)|?)ic1 summierbar in C, und es gilt

SOl < I
il
Ferner ist die Familie ((f,e;)e;)icr summierbar in H.

Satz. Fir jedes Orthonormalsystem (e;)ier sind dquivalent:

(i) V{ei; iel}=H.

(i) Fir jedes f € H ist die Familie ((f,e;)ei)icr summierbar in H und es gilt
f = Z(fa ei)ei'
iel
(iii) Fiir jedes f € H gilt die Parsevalsche Gleichung
Dol =117
i€l

(iv) Esist {e; ; i € [}+ = {0}.

Ist I =N, so sind (i) bis (iv) dquivalent zu
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(v) Fir jedes f € H konvergiert die Reihe Y ;= (f, e;)e; und es gilt

f=Y (feie
=0

Definition. Ein Orthonormalsystem heifit vollstédndig oder Orthonormalbasis,
wenn es eine der dquivalenten Bedingungen aus dem letzen Satz erfiillt.

Satz. Jedes Orthonormalsystem in einem Hilbertraum lGf$t sich zu einer Ortho-
normalbasis erweitern. Insbesondere besitzt jeder (nichitriviale) Hilbertraum eine
Orthonormalbasis.

5. OPERATOREN AUF HILBERTRAUMEN

Definition. Seien A € L(H,K) und g € K. Dann ist die Abbildung
H—C, f—(Af.9)

ein stetiges lineares Funktional. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es ein ein-
deutig bestimmtes Element A*g € H mit

(Af,9)=(f,A"g) (f€H).
Die so definierte Abbildung A* : K — H heifit die adjungierte Abbildung wvon
A.

Satz.

(a) Fiir jeden Operator A € L(H, K) ist die adjungierte Abbildung A* stetig linear,
und es gilt
(i) 14] = | 4°|
(i) A** = (A*)* = A.
Weiterhin ist die Abbildung
L(HK)— L(K,H), A— A"
antilinear, das heifit, fiir alle A,B € L(H,K) und o € C gilt
(€A + B)" =a@A* + B*.
(b) Fiir zwei Operatoren A, B € L(H) gilt: (AB)* = B*A*.
(c) Ist A € L(H) invertierbar, so ist auch A* invertierbar, und es gilt
(A*)_l — (A_l)*.
Definition. Fin Operator A € L(H) heifst

(i) Hermitesch oder selbstadjungiert, falls A* = A gilt.
(i) normal, falls A*A = AA* gilt.
(iii) unitdr, falls AA* = A*A =1y gilt.

Satz.

(a) Fir einen Operator A € L(H, K) sind dquivalent:
(i) A ist isometrisch, das heifit ||Af|| = || f|| fir alle f € H.
(i) (Af, Ag) = (f,g) fir alle f,g € H.
(iii) A*A=1p.
(b) Fiir einen Operator A € L(H) sind dquivalent:
(i) A ist unitdr.
(ii) A ist invertierbar mit A=t = A*.
(iii) A ist surjektiv und isometrisch.
(iv) A ist normal und isometrisch.



