LP-RAUME

Es sei X = (X, A, p) ein Mafiraum. Wir bezeichnen fiir 1 < p < oo mit LP(X) die
Menge aller mebaren p-integrablen Funktionen von X nach C, d.h.

£P(n) = £P(X) = { : X — C meBbar; / |F[Pdp < oo}
X
Ferner sei fiir f : X — R das wesentliche Supremum von f definiert als

ess sup(f) = inf{M € (—o0,0) ; f < M p-fast iiberall}

und
L2(X)={f:X — C meBbar ; ess sup(|f]) < oo}

Man definiert fiir f € LP(X)

1l = (/X IfI”du) T (1<p<oo)
bzw. fiir f € L>(X)
1 Flloe o= ess sup(| ]

und beweist folgende Aussagen:
(a) Es gelte %—F% = 1. Fiir f € LP(X) und g € LI(X) ist f-g € LY(X), und es gilt
I gl < I fll» lglly ~ (Hdldersche Ungleichung).
(b) Fiir f,g € LP(X) ist auch f+ g € LP(X), und es gilt
lf+allp <Ifllp+llgll, (Minkowskische Ungleichung).

Die so definierten £P(X) (1 < p < o0) sind Vektorrdume und die Abbildungen || - ||,
sind Halbnormen auf £P(X).

Es sei nun 1 < p < oo fest. Sei
N, ={f € £2(X) 5 [1f] =0}
Mit der Minkowskischen Ungleichung folgt sofort, da8 IV, ein Untervektorraum von
LP(X) ist. Der Quotientenraum
LP(X) = LP(X) /Ny
versehen mit

L+ Npllp == [1fllp

ist ein normierter Raum, der sogar vollstindig ist. Im Spezialfall p = 2 ist L?(X),
versehen mit dem Skalarprodukt

(f + Npog 4+ Ny = /X fadu,

ein Hilbertraum.

Die Elemente von LP(X) sind also Mengen von Funktionen, die sich nur auf ei-
ner pu-Nullmenge unterscheiden und daher alle die gleiche p-Norm besitzen. Man
sagt aber hiufig, daf eine Funktion f : X — C in LP(X) liegt, und meint damit,
daB f € LP(X) gilt.



