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Satz (Die von Neumannsche Ungleichung)

Seien p ∈ C[z ] ein Polynom in einer Variablen und T ∈ L(H) eine

Kontraktion (d.h. ‖T‖ ≤ 1). Dann gilt:

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖D = ‖p‖T.
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Der eindimensionale Fall

De�nition
Sei R ∈ L(H). Dann heiÿt ein Operator S ∈ L(H̃) Dilatation von

R , falls gilt

1. H̃ ist ein Hilbertraum mit H ⊂ H̃,
2. R = PHS |H.

Man nennt S Potenz-Dilatation von R , falls zusätzlich

Rn = PHS
n|H

für alle n ∈ N gilt.

Zwei Dilatationen S1 auf H1 und S2 auf H2 von R ∈ L(H) heiÿen

(unitär) äquivalent, falls eine unitäre Abbildung ϕ : H2 → H1

existiert mit

1. ϕh = h (h ∈ H),

2. S2 = ϕ−1S1ϕ.
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Satz (Dilatationssatz von Sz.-Nagy)

Sei T ∈ L(H) eine Kontraktion. Dann existiert eine unitäre

Potenz-Dilatation U von T . Man kann U minimal wählen in dem

Sinne, dass

H̃ =
∨
{UnH : n ∈ Z}.

Auÿerdem sind zwei minimale unitäre Potenz-Dilatationen einer

Kontraktion äquivalent.



Korollar (Die von Neumannsche Ungleichung)

Seien p ∈ C[z ] ein Polynom in einer Variablen und T ∈ L(H) eine

Kontraktion. Dann gilt:

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖D = ‖p‖T.



Die Ungleichung auf dem Polyzylinder

Satz (Die zweidimensionale von Neumannsche Ungleichung)

Seien p ∈ C[z1, z2] ein Polynom in zwei Variablen und

T1,T2 ∈ L(H) zwei kommutierende Kontraktionen. Dann gilt:

‖p(T1,T2)‖ ≤ ‖p‖D×D = ‖p‖T×T.



Satz (von Andô)

Für zwei kommutierende Kontraktionen T1,T2 ∈ L(H) existieren

unitäre kommutierende Operatoren U1,U2 ∈ L(H̃) auf einem

Hilbertraum H̃ ⊃ H, sodass

T n
1 T

m
2 = PHU

n
1U

m
2 |H

für alle n,m ∈ N gilt.



Satz
Für zwei kommutierende Kontraktionen T1,T2 ∈ L(H) existieren

kommutierende Isometrien V1,V2 ∈ L(H̃) auf einem Hilbertraum

H̃ ⊃ H, sodass
T n
1 T

m
2 = PHV

n
1 V

m
2 |H

für alle n,m ∈ N gilt.



Lemma
Zu zwei kommutierenden Isometrien V1,V2 ∈ L(H) existieren

kommutierende unitäre Operatoren U1,U2 auf einem Hilbertraum

H̃ ⊃ H, sodass

Ui |H = Vi (i = 1, 2).



Korollar (Satz von Andô)

Es existieren unitäre kommutierende Operatoren U1,U2 ∈ L(H̃) auf

einem Hilbertraum H̃ ⊃ H, sodass

T n
1 T

m
2 = PHU

n
1U

m
2 |H

für alle n,m ∈ N gilt.



Korollar (Die zweidimensionale von Neumannsche
Ungleichung)

Seien p ∈ C[z1, z2] ein Polynom in zwei Variablen und

T1,T2 ∈ L(H) zwei kommutierende Kontraktionen. Dann gilt:

‖p(T1,T2)‖ ≤ ‖p‖D×D = ‖p‖T×T.



Gegenbeispiel (von Crabb-Davie)

Seien H ein 8-dimensionaler Hilbertraum mit Orthonormalbasis

e, f1, f2, f3, g1, g2, g3, h und T1,T2,T3 ∈ L(H) mit

Tie = fi , Ti fj =

{
−gi , falls i = j ,

gk , falls i 6= j mit k 6= i , j ,

Tigj = δi ,jh, Tih = 0

für i , j , k = 1, 2, 3 und p ∈ C[z1, z2, z3] das Polynom mit

p(z1, z2, z3) = z1z2z3 − z31 − z32 − z33 .

Dann sind T1,T2,T3 kommutierende Kontraktionen mit

‖p(T1,T2,T3)‖ ≥ 4 > ‖p‖T3 .



Der Drury-Arveson Raum

De�nition

1. Der Raum

H2 = H2(D)

= {f ∈ O(D) : ‖f ‖2H2 = sup
0≤r<1

1

2π

∫
2π

0

∣∣f (re it)
∣∣2 dt <∞}

heiÿt Hardyraum über der Einheitskreisscheibe.

2. Wir bezeichnen mit H∞ den Raum aller beschränkten

holomorphen Funktionen auf der Einheitskreisscheibe, d.h.

H∞ = {f ∈ O(D) : ‖f ‖H∞ = ‖f ‖D <∞}.



Satz
Der Raum H2 ist vermöge

Φ: H2 → `2(N,C),
∞∑
n=0

anz
n 7→ (an)n∈N

isometrisch isomorph zu `2(N,C).



1. B = Bn = {z ∈ Cn : |z |2 =
∑n

i=1
|zi |2 < 1} ⊂ Cn die o�ene

Einheitskugel

2. α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn setze γα = |α|!/α!, wobei
|α| =

∑n
i=1

αi und α! =
∏n

i=1
αi !

3. zα =
∏n

i=1
zαi

i für z ∈ Cn

Wir betrachten nun den Hilbertraum

`2(γ,H) = {a = (aα) : aα ∈ H für alle α ∈ Nn und ‖a‖ <∞}

mit dem Skalarprodukt

〈(aα), (bα)〉`2(γ,H) =
∑
α∈Nn

〈aα, bα〉H
γα

.

n = 1: `2(γ,H) = `2(N,H)
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Proposition

Die Abbildung

ρ : `2(γ,H)→ O(B,H), (aα) 7→
∑
α∈Nn

aαz
α

ist wohlde�niert, injektiv und linear.

De�nition
Der Hilbertraum

H(B,H) = Bild(ρ)

mit dem durch ρ und `2(γ,H) induzierten Skalarprodukt

〈
∑
α∈Nn

aαz
α,
∑
α∈Nn

bαz
α〉H(B,H) =

∑
α∈Nn

〈aα, bα〉H
γα

heiÿt Drury-Arveson Raum.

Im Fall H = C schreiben wir auch H(B) für H(B,C).
n = 1: H(B) = H2
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Funktionale Hilberträume
Sei H ein komplexer Hilbertraum, X eine beliebige Menge und

HX = {f ; f : X → H Abbildung}.

De�nition
Ein Hilbertraum K ⊂ HX heiÿt funktional, falls alle

Punktauswertungen

δλ : K → H, f 7→ f (λ) (λ ∈ X )

stetig sind.

Satz
Für einen Hilbertraum K ⊂ HX sind äquivalent:

1. K ist funktional.

2. Es existiert eine eindeutige Abbildung K : X × X → L(H) mit

2.1 K (·, µ)x ∈ K für µ ∈ X und x ∈ H,

2.2 〈f ,K (·, µ)x〉K = 〈f (µ), x〉H für f ∈ K, µ ∈ X , x ∈ H.

Man nennt K den reproduzierenden Kern von K.
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Satz
Der Raum H(B,H) ist ein funktionaler Hilbertraum mit

reproduzierendem Kern

KH : B× B→ L(H), (z ,w) 7→ 1H
1− 〈z ,w〉

.



Multiplikatoren

Seien nun H1,H2 Hilberträume und Ki ⊂ HX
i (i = 1, 2)

funktionale Hilberträume mit reproduzierenden Kernen

Ki : X × X → L(Hi ) (i = 1, 2).

De�nition
Die Elemente von

M(K1,K2) = {ϕ : X → L(H1,H2) : ϕK1 ⊂ K2},

heiÿen Multiplikatoren von K1 nach K2. Hierbei sei für f : X → H1

die Abbildung ϕf : X → H2 de�niert durch

(ϕf )(λ) = ϕ(λ)f (λ) (λ ∈ X ).
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Für ϕ ∈M(K1,K2) nennen wir

Mϕ : K1 → K2, f 7→ ϕf

den Multiplikationsoperator mit Symbol ϕ.
Für K1 = K2 = K schreiben wirM(K) stattM(K,K).

Bemerkung

Wir schreiben

‖ϕ‖M(K1,K2) = ‖Mϕ‖L(K1,K2)

für ϕ ∈M(K1,K2). Dies de�niert eine Norm aufM(K1,K2),
wenn die Abbildung

M(K1,K2)→ L(K1,K2),

ϕ 7→ Mϕ

injektiv ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn K1 alle konstanten

Funktionen h ∈ H1 enthält.
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De�nition
Das Tupel

MHz = (MHz1 , . . . ,M
H
zn

) ∈ L(H(B,H))n

heiÿt n-Shift.

Für H = C schreiben wir Mz statt MHz .



De�nition
Ein Tupel T = (T1, . . . ,Tn) ∈ L(H)n kommutativer, stetig linearer

Operatoren heiÿt n-Kontraktion, falls

n∑
i=1

TiT
∗
i ≤ IH

gilt.

Satz
Der n-Shift auf H(B,H) ist eine n-Kontraktion.



De�nition
Ein Tupel T = (T1, . . . ,Tn) ∈ L(H)n kommutativer, stetig linearer

Operatoren heiÿt n-Kontraktion, falls

n∑
i=1

TiT
∗
i ≤ IH

gilt.

Satz
Der n-Shift auf H(B,H) ist eine n-Kontraktion.



Der mehrdimensionale Fall

Seien p ∈ C[z ] = C[z1, . . . , zn] ein Polynom in n Variablen und

T ∈ L(H)n eine beliebige n-Kontraktion. Gilt dann

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖Bn?



Gegenbeispiel

Sei B2 die Einheitskugel in C2 und Mz ∈ L(H(B2))2 der 2-Shift auf

dem Drury-Arveson Raum. Für n ∈ N de�niert

pn(z) = (2z1z2)n

ein Polynom pn ∈ C[z1, z2] mit

‖pn‖B2 = 1.

Zudem ist die Folge (‖pn(Mz)‖)n∈N unbeschränkt.



Die Verallgemeinerung nach Drury

Satz
Es gilt

M(H2) = H∞

mit Gleichheit der Normen.



Bemerkung

Wir können die von Neumannsche Ungleichung auch

folgendermaÿen formulieren.

Seien p ∈ C[z ] ein Polynom in einer Variablen und T ∈ L(H) eine

Kontraktion. Dann gilt:

‖p(T )‖ ≤ ‖p(Mz)‖,

da Mp = p(Mz) und ‖p‖H∞ = ‖p‖M(H2) = ‖Mp‖ gilt.



Satz (Die von Neumannsche Ungleichung für n-Kontraktionen)

Für ein Polynom p ∈ C[z ] in n Variablen und eine beliebige

n-Kontraktion T ∈ L(H)n gilt

‖p(T )‖ ≤ ‖p(Mz)‖,

wobei Mz den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H(B)
bezeichnet.



Im Folgenden sei T = (T1, . . . ,Tn) ∈ L(H)n stets eine

n-Kontraktion.

Bemerkung

Für T de�nieren wir die positiven Operatoren

QTi
: L(H)→ L(H), X 7→ TiXTi

∗ (i = 1, . . . , n)

und

ΣT =
n∑

i=1

QTi
: L(H)→ L(H).

Da (Σk
T (IH))k∈N eine monoton fallende Folge positiver Operatoren

ist, konvergiert diese Folge punktweise gegen einen positiven

Operator

A∞,T = SOT − lim
k→∞

Σk
T (IH) ∈ L(H).
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Lemma
Sei DT∗ = (IH −

∑n
i=1

TiT
∗
i )

1

2 . Durch

KT : H → H(B,H),

x 7→
∑
α∈Nn

γα(DT∗T
∗αx)zα

wird eine wohlde�nierte, lineare Kontraktion de�niert mit

‖KT x‖2 = ‖x‖2 − ‖
√
A∞,T x‖2

für x ∈ H.

De�nition
Eine n-Kontraktion S = (S1, . . . , Sn) ∈ L(H)n heiÿt rein, falls

A∞,S = 0.
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Lemma
Für ein Polynom p ∈ C[z ] gilt

KTp(T )∗ = p(MHz )∗KT .

Lemma
Für 0 < r < 1 ist rT = (rT1, . . . , rTn) ∈ L(H)n eine reine

n-Kontraktion.
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Satz (Die von Neumannsche Ungleichung für n-Kontraktionen)

Für ein Polynom p ∈ C[z ] in n Variablen und eine beliebige

n-Kontraktion T ∈ L(H)n gilt

‖p(T )‖ ≤ ‖p(Mz)‖,

wobei Mz den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H(B)
bezeichnet.



Bemerkung

Sei T = {p(Mz) : p ∈ C[z ]} = LH(Mα
z : α ∈ Nn) ⊂ L(H(B)). Für

eine n-Kontraktion T ∈ L(H)n ist die Abbildung

T → L(H), p(Mz) 7→ p(T )

ein kontraktiver Algebrenhomomorphismus.



Satz (Arveson)

Für eine n-Kontraktion T ∈ L(H)n ist die Abbildung

T → L(H), p(Mz) 7→ p(T )

ein unitaler vollständig kontraktiver Algebrenhomomorphismus.
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