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Satz (Die von Neumannsche Ungleichung)

Seien p € C[z] ein Polynom in einer Variablen und T € £(H) eine
Kontraktion (d.h. | T|| < 1). Dann gilt:

(DI < Pl = llpllT-
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Der eindimensionale Fall

Definition )
Sei R € £(H). Dann heiBt ein Operator S € £(H) Dilatation von
R, falls gilt

1. H ist ein Hilbertraum mit H C H,
2. R=PyS|y.



Der eindimensionale Fall

Definition )
Sei R € £(H). Dann heiBt ein Operator S € £(H) Dilatation von
R, falls gilt

1. H ist ein Hilbertraum mit H C H,
2. R=PyS|y.

Man nennt S Potenz-Dilatation von R, falls zusatzlich
R" = PyS" |y

fur alle n € N gilt.



Der eindimensionale Fall

Definition )
Sei R € £(H). Dann heiBt ein Operator S € £(H) Dilatation von
R, falls gilt

1. H ist ein Hilbertraum mit H C H,
2. R=PyS|y.

Man nennt S Potenz-Dilatation von R, falls zusatzlich
R" = PyS" |y

fur alle n € N gilt.
Zwei Dilatationen S; auf H; und S, auf Hy von R € £(H) heiRen
(unitdr) dquivalent, falls eine unitdre Abbildung ¢: Hy — Hi
existiert mit

1. ph=h (heH),

2. & = @_1514,0.



Satz (Dilatationssatz von Sz.-Nagy)

Sei T € £(H) eine Kontraktion. Dann existiert eine unitare
Potenz-Dilatation U von T. Man kann U minimal wahlen in dem
Sinne, dass

H=\/{U"H:nem}.

AuBerdem sind zwei minimale unitire Potenz-Dilatationen einer
Kontraktion dquivalent.



Korollar (Die von Neumannsche Ungleichung)

Seien p € C[z] ein Polynom in einer Variablen und T € £(H) eine
Kontraktion. Dann gilt:

(DI < Pl = llpllT-



Die Ungleichung auf dem Polyzylinder

Satz (Die zweidimensionale von Neumannsche Ungleichung)

Seien p € C[z1, 2] ein Polynom in zwei Variablen und
T1, To € £(H) zwei kommutierende Kontraktionen. Dann gilt:

lp(T1, T2)| < llpllpxp = [|pllTxT-



Satz (von Andd)

Fiir zwei kommutierende Kontraktionen Ty, T, € £(H) existieren
unitdre kommutierende Operatoren Uy, U € £(H) auf einem
Hilbertraum H O H, sodass

T3 = Py U U3 [y

fiir alle n,m € N gilt.



Satz
Fiir zwei kommutierende Kontraktionen Ty, Ty € £(H) existieren

kommutierende Isometrien V1, Vo € £(H) auf einem Hilbertraum
H O H, sodass

T T3 = Py Vi V3 |y
fiir alle n,m € N gilt.



Lemma
Zu zwei kommutierenden Isometrien V1, Vo € £(H) existieren

kommutierende unitire Operatoren Uy, U, auf einem Hilbertraum
H DO H, sodass

Ul = Vi (i=1,2).



Korollar (Satz von Andd)

Es existieren unitire kommutierende Operatoren Uy, Uy € £(#) auf
einem Hilbertraum H O H, sodass

T T3 = Py U US|y

fiir alle n,m € N gilt.



Korollar (Die zweidimensionale von Neumannsche
Ungleichung)

Seien p € C[z1, z2] ein Polynom in zwei Variablen und
T1, To € £(H) zwei kommutierende Kontraktionen. Dann gilt:

lp(T1, T2)| < |Ipllpxp = [|PllTxT-



Gegenbeispiel (von Crabb-Davie)
Seien H ein 8-dimensionaler Hilbertraum mit Orthonormalbasis

€, flv f27 fé,glvg27g37 h und T17 T27 T3 S 2(%) mit
—gi, fallsi=j
Tie = f;, Tlfj-: &i; aS.I .J7. N
&k, Talls i £ j mit k #£1i,],
T,-gj :(SiJh, T,'hZO
fir i,j,k =1,2,3 und p € C|z1, 22, z3] das Polynom mit
3 3

3
p(z1,22,23) = 212023 — 27 — Z5 — z3.

Dann sind T1, T, T3 kommutierende Kontraktionen mit

Ip(T1, T2, T3)|| = 4 > [|p]|7s-



Der Drury-Arveson Raum

Definition
1. Der Raum
H? = H*(D)
) 1 27 it 2
={fcOD): ||flgz = sup — ‘f(re )’ dt < oo}
0<r<1 27 Jo
heilt Hardyraum (ber der Einheitskreisscheibe.

2. Wir bezeichnen mit H>* den Raum aller beschrankten
holomorphen Funktionen auf der Einheitskreisscheibe, d.h.

H* = {f € O) : ||fllu = IIfllp < oc}.



Satz
Der Raum H? ist vermége

o H?2 Ez(N,(C), Za,,z" — (an)nen

n=0

isometrisch isomorph zu (?(N, C).



1L.B=B"={zeC": |z =", |z]* <1} C C" die offene
Einheitskugel



1L.B=B"={zeC": |z =", |z]* <1} C C" die offene
Einheitskugel

2. a=(a1,....an) € N setze 7, = [al! /al, wobei

la) =30, @jund o = [TiL; !



1L.B=B"={zeC": |z =", |z]* <1} C C" die offene
Einheitskugel

2 0= (a1, an) € N setze 7, = |alt /a1, wobei
la) =30, @jund o = [TiL; !
3. 2% =[],z firze C"



1L.B=B"={zeC": |z =", |z]* <1} C C" die offene
Einheitskugel

> 0= (a1, an) € N7 setze 70 = Jalfa, wobei
|a| = 27:1 aj und ol = H7:1 a;!
3. 2 =],z firze C"

1

Wir betrachten nun den Hilbertraum
Py, H) ={a=(aa) : aa € H fiir alle a € N" und ||a|| < oo}

mit dem Skalarprodukt

(3 bed)ay = 3 2exelrt,

aeNn Vo



1L.B=B"={zeC": |z =", |z]* <1} C C" die offene
Einheitskugel

> 0= (a1, an) € N7 setze 70 = Jalfa, wobei
|a| = 27:1 aj und ol = H7:1 a;!
3. 2 =],z firze C"

1

Wir betrachten nun den Hilbertraum
Py, H) = {a=(2a) : 3 € H fiir alle « € N" und [|a]| < oo}
mit dem Skalarprodukt

(3 bed)ay = 3 2exelrt,

aeNn Vo

n=1: (y,H) = (N,H)



Proposition
Die Abbildung

p: (v, H) = OB, H), (aq) — Z a,z”
aeNn

ist wohldefiniert, injektiv und linear.



Proposition
Die Abbildung

p: (v, H) = OB, H), (aq) — Z a,z”
aeNn

ist wohldefiniert, injektiv und linear.

Definition
Der Hilbertraum

H(B,H) = Bild(p)
mit dem durch p und 2(~y, H) induzierten Skalarprodukt
« a _ <aOé7 ba>7—[
(> 30z Y baz®VHpay = Y,
aENR aENP achn @

heillt Drury-Arveson Raum.
Im Fall H = C schreiben wir auch H(B) fir H(B, C).



Proposition
Die Abbildung

p: 62(7,7-[) — O(B,H), (aq) — Z anz®
aeNn

ist wohldefiniert, injektiv und linear.
Definition
Der Hilbertraum

H(B, H) = Bild(p)

mit dem durch p und 2(~y, H) induzierten Skalarprodukt

(3 202 Y b gag = 3 el

aEeN" aeN? aeNn T

heillt Drury-Arveson Raum.
Im Fall H = C schreiben wir auch H(B) fir H(B, C).
n=1: H(B) = H?



Funktionale Hilbertraume
Sei H ein komplexer Hilbertraum, X eine beliebige Menge und

HX = {f;f: X — 1 Abbildung}.
Definition
Ein Hilbertraum K C HX heiRt funktional, falls alle
Punktauswertungen

Sy K= H, f s F(N) (A € X)

stetig sind.



Funktionale Hilbertraume
Sei H ein komplexer Hilbertraum, X eine beliebige Menge und

HX = {f;f: X — H Abbildung}.

Definition
Ein Hilbertraum K C HX heiRt funktional, falls alle
Punktauswertungen

K —=H, F=Ff(A) (AeX)
stetig sind.
Satz

Fiir einen Hilbertraum K C HX sind dquivalent:

1. IC ist funktional.

2. Es existiert eine eindeutige Abbildung K: X x X — £(H) mit
2.1 K(,u)x € K fiir p € X und x € H,
22 (F K pw)x)e = (F(u),x)y fiirf e K,pue X,x € H.
Man nennt K den reproduzierenden Kern von K.



Satz
Der Raum H(B, H) ist ein funktionaler Hilbertraum mit
reproduzierendem Kern

1n

Ky: B x B — £(H), (z,w)Hm.



Multiplikatoren

Seien nun Hy, Ho Hilbertraume und K; C H,X (i=1,2)
funktionale Hilbertraume mit reproduzierenden Kernen
Ki: X x X — £(H;) (i =1,2).



Multiplikatoren

Seien nun Hy, Ho Hilbertraume und K; C H,X (i=1,2)
funktionale Hilbertraume mit reproduzierenden Kernen
Ki: X x X — £(H;) (i =1,2).

Definition
Die Elemente von

M(]Cl,/CQ) = {(p: X = 2(7‘[1,7‘[2) : <pIC1 C ICQ},

heilen Multiplikatoren von K1 nach K. Hierbei sei fiir f: X — H;
die Abbildung ¢f: X — H, definiert durch

(H)(A) = (M (A) (A € X).



Fir ¢ € M(K1,K2) nennen wir
M@: /Cl —>/C2, f>—>(pf

den Multiplikationsoperator mit Symbol .
Fiir 1 = K2 = K schreiben wir M(K) statt M(KC, K).



Fir ¢ € M(K1,K2) nennen wir
Mgo: /Cl —>/C2, f>—>(pf

den Multiplikationsoperator mit Symbol .
Fiir 1 = K2 = K schreiben wir M(K) statt M(KC, K).

Bemerkung
Wir schreiben

el mecr o) = 1Mol ey k)

fir ¢ € M(K1,K7). Dies definiert eine Norm auf M(K1, K7),
wenn die Abbildung

M(K1, K2) — £(K1, Ka),
= My

injektiv ist.



Fir ¢ € M(K1,K2) nennen wir
M@: /Cl —>/C2, f>—>(pf

den Multiplikationsoperator mit Symbol .
Fiir 1 = K2 = K schreiben wir M(K) statt M(KC, K).

Bemerkung
Wir schreiben
el mecr o) = 1Mol ey k)

fir ¢ € M(K1,K7). Dies definiert eine Norm auf M(K1, K7),
wenn die Abbildung

M(K1, K2) — £(K1, Ka),
= My

injektiv ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn K; alle konstanten
Funktionen h € H; enthilt.



Definition
Das Tupel

MM = (M, ... M) € S(H(B,H))"

z1)

heit n-Shift.
Fiir H = C schreiben wir M, statt M}t.



Definition
Ein Tupel T =(T1,..., Ty) € £(H)" kommutativer, stetig linearer
Operatoren heiBt n-Kontraktion, falls

z”: TiT <y
i—1

gilt.



Definition
Ein Tupel T =(T1,..., Ty) € £(H)" kommutativer, stetig linearer
Operatoren heiBt n-Kontraktion, falls

Y OTiT < by
i=1
gilt.

Satz
Der n-Shift auf H(B, H) ist eine n-Kontraktion.



Der mehrdimensionale Fall

Seien p € C[z] = C|z, ..., z,] ein Polynom in n Variablen und
T € £(H)" eine beliebige n-Kontraktion. Gilt dann

(T < llpllzn?



Gegenbeispiel
Sei B? die Einheitskugel in C? und M, € £(H(B?))? der 2-Shift auf
dem Drury-Arveson Raum. Fiir n € N definiert

pn(z) = (2212,)"
ein Polynom p, € C[z;, z] mit
|Pnllg2 = 1.

Zudem ist die Folge (||pn(M;)||)nen unbeschréankt.



Die Verallgemeinerung nach Drury

Satz
Es gilt

M(H?) = H>

mit Gleichheit der Normen.



Bemerkung
Wir kénnen die von Neumannsche Ungleichung auch

folgendermaBen formulieren.
Seien p € C[z] ein Polynom in einer Variablen und T € £(H) eine

Kontraktion. Dann gilt:
Ip(T)I < lIp(M2)]],

da My = p(Mz) und |[p[lee = [Pl perey = [[Mpl] gilt.



Satz (Die von Neumannsche Ungleichung fiir n-Kontraktionen)

Fiir ein Polynom p € C[z] in n Variablen und eine beliebige
n-Kontraktion T € £(H)" gilt

(T < lp(M2)]],

wobei M, den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H(B)
bezeichnet.



Im Folgenden sei T = (T1,..., T,) € £(H)" stets eine
n-Kontraktion.



Im Folgenden sei T = (T1,..., T,) € £(H)" stets eine
n-Kontraktion.

Bemerkung
Fir T definieren wir die positiven Operatoren

Qr.: £(H) = L(H), X = TXT# (i=1,....n)

und

1= zn: QT’.I Q(,H) — E(H)
i=1



Im Folgenden sei T = (T1,..., T,) € £(H)" stets eine
n-Kontraktion.

Bemerkung
Fir T definieren wir die positiven Operatoren

Qr.: £(H) = L(H), X = TXT# (i=1,....n)

und

Y= Z Qr,: L(H) — L(H).
i=1

Da (Z%(/4))ken eine monoton fallende Folge positiver Operatoren
ist, konvergiert diese Folge punktweise gegen einen positiven
Operator

Aso,7 = SOT — lim X () € L(H).
—00



Lemma .
Sei D+ = (hy — Y1, T;T})z. Durch

Kr:H — H(B,H),

X Z Yo D1 T**x) 2
aeN"

wird eine wohldefinierte, lineare Kontraktion definiert mit

2 2 2
IKTx[|" = [Ix[|7 = l[\/ Ao, 7

fiir x € H.



Lemma .
Sei D+ = (hy — Y1, T;T})z. Durch

Kr:H — H(B,H),

X Z Yo D1 T**x) 2
acN"

wird eine wohldefinierte, lineare Kontraktion definiert mit

IKrx[? = lIx]I* = [/ A, 7|17
fiir x € H.
Definition

Eine n-Kontraktion S = (S1,...,5,) € £(H)" heilt rein, falls
Acos = 0.



Lemma
Fiir ein Polynom p € C|z] gilt

Krp(T)" = p(M}')*Kr.

z



Lemma
Fiir ein Polynom p € C|z] gilt

Krp(T)" = p(MI)*Kr.
Lemma

FirO<r<1listrT =(rTy,...,rT,) € £(H)" eine reine
n-Kontraktion.



Satz (Die von Neumannsche Ungleichung fiir n-Kontraktionen)

Fiir ein Polynom p € C[z] in n Variablen und eine beliebige
n-Kontraktion T € £(H)" gilt

(T < lIp(M2)]],

wobei M, den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H(B)
bezeichnet.



Bemerkung
Sei T ={p(M,) : p€ C[z]} = LH(M2 : « € N") C £(H(B)). Fiir
eine n-Kontraktion T € £(#)" ist die Abbildung

T — £(H), p(Mz) — p(T)

ein kontraktiver Algebrenhomomorphismus.



Satz (Arveson)
Fiir eine n-Kontraktion T € £(H)" ist die Abbildung

T — £(H), p(Mz)— p(T)

ein unitaler vollstindig kontraktiver Algebrenhomomorphismus.
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