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Aufgabe 1 (6+4=10 Punkte)
Sei A ein Maf} auf X.

(a) Beweisen Sie: f: X — R™ ist genau dann A-messbar, wenn jede Komponente von f
A-messbar ist.

(b) Seien zusétzlich Y, Z topologische Rédume, f : X — Y sei A-messbar und g : Y — Z
sei stetig. Zeigen Sie, dass go f : X — Z A-messbar ist.

Aufgabe 2 (44+6=10 Punkte)

(a) Sei A ein MaB8 auf R. Zeigen Sie, dass jede monotone Funktion f : R — R A-messbar
ist.

(b) Zeigen Sie, dass der Satz von Egoroff nicht gilt, wenn man auf die Voraussetzung
p(A) < oo verzichtet.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Fiir 0 < s < oo werden folgende Mengenfunktionen auf dem R™ definiert (mit A C R"™):

(a) Fir 0 < ¢ < oo sei

Hi(A) = inf { 3 als) (dlamAi) cAc A, diam (4) < 6,4, CR"Vi e N},
=1

2 4
€N

Volumen der s-dim. Einheitskugel, s € N
> ( beliebig, sonst

wobei a(s) = {

(b) H°(4) = lim H(4).

Zeigen Sie: H§ und H?® sind Mafie auf R", § — H3 ist monoton fallend und schlieBen Sie
daraus, dass ‘H*(A) existiert.



Aufgabe 4 (3+4+2+44+43+4=20 Punkte)

Es seien H3 und ‘H*® die in Aufgabe 3 definierten Mafle. Zeigen Sie die folgenden Eigen-
schaften von H?® bzw. Hs:
(a) H?® ist ein Borel-MaSf.
(b) H* ist Borel-regulir.
(c) Setzt man a(0) = 1, so ist H° das ZihlmaSB.
(d) H' = H3; = L' auf R (fiir alle 6 > 0).
)
)

e) H =0 auf R” fiir n < s.

(
(f) Seien A C R" und 0 < s <t < 00. Aus H*(A) < oo folgt H'(A) = 0.

Zusatzaufgabe (10 Punkte)

Konstruieren Sie eine Teilmenge M C R, welche nicht £'-messbar ist.

(Hinweis: Definieren Sie auf R eine Aquivalenzrelation ~ durch
r~y = r—yeQ

und bezeichnen Sie mit R — Q die Menge aller Aquivalenzklassen z + Q mit z € R.
Verwenden Sie nun das Auswahlaxiom.)

Abgabe: Donnerstag, 17.01.2013, bis 12:00 in die Briefkésten in Gebédude E2 5.



