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Aufgabe 1 (6+6=12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jede Regelfunktion f : [a, b]→ R L1-messbar ist.
(Hinweis: Benutzen Sie den Approximationssatz 12.3 (vgl. Skript Analysis I))

(b) Sei f : [a, b]→ R stetig. Zeigen Sie:

b∫
a

f(x)dx =

∫
[a,b]

fdL1.

(Hinweis: Satz 12.7 (vgl. Skript Analysis I))

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei I = [a, b) ⊆ R ein halboffenes Intervall (a ∈ R, b ∈ R, a < b) und f : I → R
stetig. Beweisen Sie: f ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn das uneigentliche
Riemann-Integral

b∫
a

|f(x)|dx = lim
t↑b

t∫
a

|f(x)|dx

existiert, und in diesem Fall ist

∫
I

fdL1 =

b∫
a

f(x)dx.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei λ : B(R) → [0,∞] ein Maß auf R mit λ({t}) = 0 für alle t ∈ R und sei |f | λ-
integrierbar,wobei f auch Werte in C annehmen kann. Zeigen Sie, dass die Funktion

F : R→ C, x 7→
∫

(−∞,x]

fdλ

stetig ist. Bleibt diese Aussage richtig, wenn man λ durch das Zählmaß µ auf R (versehen
mit B(R)) ersetzt?



Aufgabe 4 (3+5=8 Punkte)

Sei λ ein Maß auf X.

(a) Sei (fn)n∈N eine Folge nicht-negativer λ-messbarer Funktionen. Finden Sie ein Bei-
spiel, sodass im Lemma von Fatou gilt:∫

lim inf
n→∞

fndλ < lim inf
n→∞

∫
fndλ.

(b) Sei f nicht-negativ und λ-messbar mit
∫
fdλ <∞. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes

von der monotonen Konvergenz, dass

N := {x ∈ X : f(x) =∞}

eine λ-Nullmenge ist.

Aufgabe 5 (4+6=10 Punkte)

(a) Seien λ und ρ Maße auf X bzw. Y . Zeigen Sie, dass das Produktmaß λ × ρ ein
Maß auf X × Y ist.

(b) Zeigen Sie: Für das Lebesgue-Maß auf Rn+m = Rn × Rm gilt:

Ln+m = Ln × Lm.

Zusatzaufgabe (10 Punkte)

Sei λ ein Maß auf X und fk : X → [0,∞] eine Folge nicht-negativer λ-messbarer Funk-
tionen. Weiterhin existiere eine nicht-negative Majorante f mit

∫
fdλ <∞, sodass

fk ≤ f für k ∈ N

Zeigen Sie, dass unter diesen Voraussetzungen das Lemma von Fatou auch rückwärts
gilt, also:

lim sup
k→∞

∫
fkdλ ≤

∫
lim sup
k→∞

fkdλ.
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