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Aufgabe 1 (5+5=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N die Funktion

fn : [0, π]→ R, x 7→
{

n sin( x
n
)

x
, falls x 6= 0

1, falls x = 0
.

Lebesgue-integrierbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge (an)n∈N mit

an =

∫
[0,π]

fndL1

für n ∈ N konvergiert und berechnen Sie lim
n→∞

an.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Funktion f : [0,∞) → R, x 7→ x
1+x4

Lebesgue-integrierbar ist und

berechnen Sie
∫

[0,∞)

fdL1.

Aufgabe 3 (2+5+5=12 Punkte)

Wir betrachten die Funktion

f : [0,∞)→ R, x 7→
{

sin(x)
x
, falls x 6= 0

1, falls x = 0
.

Zeigen Sie:

(a) Die Funktion f ist stetig.

(b) Das uneigentliche Riemann-Integral
∞∫
0

f(x)dx existiert.

(c) Die Funktion f ist nicht Lebesgue-integrierbar.



Aufgabe 4 (5+5=10 Punkte)

Seien Lk,Ln−k und Ln die Lebesgue-Maße auf Rk,Rn−k und Rn. Seien außerdem A ∈
B(Rk) und B ∈ B(Rn−k) Borelmengen. Zeigen Sie:

(a) Haben A und B endliches Lebesgue-Maß, so ist Ln(A×B) = Lk(A) · Ln−k(B).
(Hinweis : Zeigen Sie zunächst mit Hilfe geeigneter Quaderüberdeckungen von A
und B, dass A × B eine Menge endlichen Lebesgue-Maßes ist und benutzen Sie
anschließend den Satz von Fubini.)

(b) Ist Lk(A) = 0, so ist auch Ln(A×B) = 0.

Aufgabe 5 (10 Punkte)

Berechnen Sie das Lebesguemaß der Menge

A = {(x, y, z, w) ∈ R4 :
√
x2 + y2 +

√
z2 + w2 ≤ 1} ⊂ R4.

(Hinweis : Verwenden Sie ebene Polarkoordinaten.)

Zusatzaufgabe (5+5=10 Punkte)

Sei n ≥ 2 und B = {x ∈ Rn−1; |x| < 1} die offene Einheitskugel im Rn−1. Die Abbildung
Φ : B × (0,∞)→ Rn−1 × (0,∞) sei gegeben durch

Φ(x, r) = (rx, r
√

1− |x|2).

(a) Zeigen Sie, dass Φ C∞-invertierbar ist, und dass für alle (x, r) ∈ B × (0,∞) gilt:

det(DΦ(x, r)) =
rn−1√
1− |x|2

.

(b) Sei f : Rn−1 × (0,∞)→ C eine integrierbare Funktion. Zeigen Sie:∫
Rn−1×(0,∞)

fdLn =

∫
(0,∞)

(∫
B

f(rx, r
√

1− |x|2)√
1− |x|2

dLn−1(x)

)
rn−1dL1(r).
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