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Aufgabe 1 (5+5=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N die Funktion

NSh;(%), falls © # 0
1, fallsz =0 °

fo:[0,7] 5> Rz — {
Lebesgue-integrierbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen mit
an = [ fudl!
]

0,7

fiir n € N konvergiert und berechnen Sie lim a,,.
n—oo

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Funktion f : [0,00) — R,z + %5 Lebesgue-integrierbar ist und
berechnen Sie [ fdL'.

[0,00)

Aufgabe 3 (24+5+5=12 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

Sin@) - falls 2 £ 0
f.[O,oo)—)R,:vr—){L falls & = 0 °

Zeigen Sie:

(a) Die Funktion f ist stetig.

[e o]

(b) Das uneigentliche Riemann-Integral [ f(z)dz existiert.
0

(c) Die Funktion f ist nicht Lebesgue-integrierbar.



Aufgabe 4 (5+5=10 Punkte)

Seien £F, L% und L™ die Lebesgue-MaBe auf R*¥ R"~* und R". Seien auBerdem A €
B(R*) und B € B(R"*) Borelmengen. Zeigen Sie:

(a) Haben A und B endliches Lebesgue-Ma8}; so ist £L"(A x B) = L¥(A) - L"*(B).
(Hinweis: Zeigen Sie zunichst mit Hilfe geeigneter Quaderiiberdeckungen von A
und B, dass A x B eine Menge endlichen Lebesgue-Mafles ist und benutzen Sie
anschliefend den Satz von Fubini.)

(b) Ist LF(A) =0, so ist auch L"(A x B) = 0.

Aufgabe 5 (10 Punkte)

Berechnen Sie das Lebesguemafl der Menge

A={(z,y,z,w) e R*: /a2 + 12+ V22 +w? < 1} C R

(Hinweis: Verwenden Sie ebene Polarkoordinaten.)

Zusatzaufgabe (5+5=10 Punkte)

Sein >2und B = {r € R"!; |z| < 1} die offene Einheitskugel im R"~'. Die Abbildung
®: B x (0,00) = R"1 x (0,00) sei gegeben durch

O(z,r) = (re,rv/1—|z|?).
(a) Zeigen Sie, dass & C'*-invertierbar ist, und dass fiir alle (x,r) € B x (0, 00) gilt:

rn—l

det(D®(z, 7)) =

(b) Sei f:R" ! x (0,00) — C eine integrierbare Funktion. Zeigen Sie:

/ fdcr = / ( f(rz, rl_ |x’2| z|? >d£” Yz ))r"‘ldﬁl(r).

Rn»—1x(0,00)
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