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Aufgabe 1 (10 Punkte)

Seien I = [a,b], to € [a,b], o € R™ und die Funktionen b € C°(I,R"), A € C°(I,R™*")
gegeben. Zeigen Sie, dass unter diesen Voraussetzungen das Anfangswertproblem

Y (r) = Az) - y(z) + b(x)
y(wo) = Yo

genau eine lokale Losung besitzt.

Aufgabe 2 (4+4=8 Punkte)

Fiir das Anfangswertproblem 3 = f(z,v),y(£) = n ist die sog. Picard-Iteration definiert
durch

Yo =1, yn(x) =n+ /f(t, yn—l(t))dt.
3

(a) Losen Sie auf [0,00) das Anfangswertproblem
y =ty, y(0)=1

mit Hilfe der Picard-Iteration. Fiihren Sie dabei zun&chst einige Iterationsschrit-
te durch, um das Bildungsgesetz der Iterierten zu erraten, und beweisen Sie Ihre
Vermutung durch Induktion, bevor Sie mit n — oo zur Grenze iibergehen.

(b) Losen Sie auf [0, 00) das Anfangswertproblem
y =2ty +2t, y(0)=1

mit Hilfe der Picard-Iteration. Fiihren Sie dabei zunéchst einige Iterationsschrit-
te durch, um das Bildungsgesetz der Iterierten zu erraten, und beweisen Sie IThre
Vermutung durch Induktion, bevor Sie mit n — oo zur Grenze iibergehen.

Bitte wenden!!!



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum und 7' : M — M eine stark kontrahie-
rende Abbildung (d.h. es gibt eine Zahl p mit 0 < p < 1, so dass fir alle z,y € X
gilt: d(Tx, Ty) < pd(x,y)). Zeigen Sie den Banachschen Fixpunktsatz:

(a) T hat genau einen Fixpunkt Z.

(b) Fiir jedes o € M und die zugehérige Folge (2, )neny mit 1 = Tz, gilt T = lim .
n—oo

(c) d(zp,T) < d(:po,xl)% (a priori-Abschétzung).

(d) d(@n,T) < d(zp-1,70)75,  (a posteriori-Abschétzung).

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Seien a < b reelle Zahlen und sei k € C°([a, b] X [a,b]) mit

sup{|k(x,t)| : (z,t) € [a,b] X [a,b]} < bL

Zeigen Sie: Zu jedem g € C°([a, b]) existiert genau ein f € C°([a,b]) mit

b
f(2) = glx) + / K, ) f(B)dt (z € [a,b]).

(Hinweis: Banachscher Fixpunktsatz.)

Aufgabe 5 (5+4+3=12 Punkte)

(a) Sei f: [a,b] — [a,b] eine stetig differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass f genau
dann stark kontrahierend ist, wenn |f/(x)| < 1 fiir alle € [a, b] gilt.

(b) Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass die Gleichung
20 —sin(x) = =

genau eine Losung im Intervall [0, 7] besitzt.

(c) Wie viele Iterationsschritte sind notig, um den Fixpunkt mit einer Genauigkeit von
1073 zu bestimmen? Nehmen Sie o := 0 als Startpunkt ihrer Iteration.

Abgabe: Donnerstag, 29.11.2012, bis 12:10 in die Briefkésten in Gebdude E2 5.



