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Es seien X eine Menge und P(X) ihre Potenzmenge. Eine Teilmenge A C P(X) heifit
Algebra, falls folgende Eigenschaften gelten:

(i) X € A.
(i) Ac A= A°c A
(i) A Be A= AUB e A

Aufgabe 1 (4+6=10 Punkte)
Sei X eine Menge. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) A:={A C X : A endlich oder A¢ endlich} C P(X) ist eine Algebra.

(b) A ist eine o-Algebra, genau dann wenn X endlich ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Seien X eine Menge, N* := N U {0} und A C P(X) eine Algebra. Zeigen Sie, dass
zu jeder Folge (A, )nen+ von Mengen aus A eine Folge (B, )n,en+ paarweise disjunkter
Mengen aus A existiert, wobei B,, C A, fiir alle n € N* gelten soll, so dass

S
n=0 n=0

Aufgabe 3 (3+4+3=10 Punkte)

Sei X eine Menge und p ein Mafl auf X. Zeigen Sie:

(a) Aus C' C X beliebig und A C X p-messbar folgt, dass A auch (u|C)-messbar ist.
(b) A ist genau dann p-messbar, wenn X — A p-messbar ist.

(c) Zeigen Sie die Implikation:
u(A) =0 = A ist p-messbar.

Bitte wenden!!!



Aufgabe 4 (10 Punkte)

Sei X eine Menge und seien A, B C X Teilmengen von X. Mit A A B := (A—B)U(B—A)
wird die symmetrische Differenz von A und B bezeichnet. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:

a) XAnB = XA * XB-

(a)
(b) XauB = XA+ XB — X4 XB-
(¢) xa— = xa(l — xa).

)

(d) xaaB = |xa — xB|

Aufgabe 5 (10 Punkte)

Sei X eine beliebige Menge. Zeigen Sie: Ist p ein Mafl auf X, so gilt fir Ay, Ay, ... € P(X)

gM(An)<oo:>u<ﬁ G Am> =0.

n=1m=n

Zusatzaufgabe (3+3=6 Punkte)

Sei X eine Menge und seien A, C X (n € N) Teilmengen von X. Der Limes superior
und der Limes inferior sind definiert als

limsup A,, ;== {r € X : z € A, fiir unendlich viele n € N},

n—oo
liminf A, :=={x € X : Ing(z) e N: 2 € A,Vn > no(z)}.

n—00

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Xlimsup A, = lim sup XAn
n—oo

(b) Xlim inf A,, = h}fgl)g)lf XA,
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