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Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es sei λ ein Maß auf X und seien f, g : X → R λ-messbare Funktionen. Zeigen Sie:

(a) |f |,min{f, g},max{f, g} sind λ-messbar.

(b) Ist g(x) 6= 0 für alle x ∈ X, dann ist auch f
g
λ-messbar.

Aufgabe 2 (5+5=10 Punkte)

Sei X eine beliebige Menge und λ ein Maß darauf.

(a) Seien f, g : X → Rn λ-messbare Funktionen. Zeigen Sie:
Für alle r > 0 ist {x ∈ X : |f(x)− g(x)| < r} λ-messbar.

(b) Sei (fn)n eine Folge λ-messbarer Funktionen von X nach Rn. Zeigen Sie, dass die
Menge {x ∈ X : die Folge (fn(x))n konvergiert in Rn} λ-messbar ist. Hinweis : Be-
trachten Sie die Mengen

∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

∞⋂
j,k=m

{
x ∈ X : |fk(x)− fj(x)| < 1

n

}
.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Seien X und λ wie in Aufgabe 2, (Y, d) ein metrischer Raum, und f, g : X → Y λ-
messbare Funktionen. Für eine λ-messbare Menge A sei die Funktion hA : X → Y
definiert durch

hA(x) :=

{
f(x), falls x ∈ A
g(x), falls x ∈ X − A

für x ∈ X. Zeigen Sie, dass hA λ-messbar ist.

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Seien Ln das Lebesgue-Maß auf Rn und h, g : Rn → Rm zwei stetige Funktionen mit
h(x) = g(x) für Ln-fast alle x ∈ Rn. Zeigen Sie, dass f(x) = g(x) für alle x ∈ Rn gilt.
(Hinweis : Zeigen Sie zunächst, dass jede beliebige Ln-Nullmenge N ⊂ Rn keine inneren
Punkte besitzt.)



Aufgabe 5 (10 Punkte)

Seien X und λ wie in Aufgabe 2, und (Y, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie die
Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) f ist einfach, d.h. es gibt paarweise disjunkte λ-messbare Mengen A1, . . . , An mit
A =

⋃n
j=1Aj derart, dass f |Aj

konstant ist für j = 1, . . . , n.

(b) f ist λ-messbar und die Menge f(X) ist endlich.

Zusatzaufgabe (10 Punkte)

Für n ∈ N sei M = {0, . . . , n}. Wir definieren

Pk =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

für k ∈M und 0 < p < 1. Zeigen Sie, dass es genau ein Maß µ auf (M,P(M)) gibt mit
µ({k}) = Pk für alle k ∈M . Bestimmen Sie µ(M).

***Wir wünschen Ihnen Frohe Weihnachten sowie ein schönes
und erfolgreiches Neues Jahr!***
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