26

Vektoranalysis - Kurvenintegrale von
Vektorfeldern und 1-Formen

Typische Frage: Wann ist ein Vektorfeld F : R? — R3 konservativ, d.h. F = Vf?

Definition 26.1 : (1-Form)

Sei U C R™ offen, (R™)* sei der Dualraum von R".
Eine 1-Form auf U ist eine stetige Abbildung ¢ : U — (R™)*.

(Andere Sprechweise: 1-Form ist Differentialform vom Grad 1)

Darstellung von 1-Formen

e1,...,e, = Standardbasis voni R"

el,...,e” = duale Basis, d.h.

e € (R™)* wird definiert durch e’(e;) { (1)’ ;oz:t

Sei ¢ : U — (R™)* eine 1-Form =  ¢(z) € (R")* fiir jedes z —

() = z pilw)el

mit eindeutig bestimmten (stetigen) Koeffizientenfunktionen ¢; : U — R.

Beachte :

per Def. ist eine 1-Form ¢ an jeder Stelle x € U eine lineare Abbildung
R"™ — R, wirkt also auf Vektoren v € R" :¢p(x)(v) ist linear in v.
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Notation :

dz' ist die konstante 1-Form, dz'(z) = e’ Vo € R"®
(in R2: dz, dy, in R3: dz, dy, dz, statt do', dz? bzw. do!, do?, do3)
fiir eine beliebige 1-Form ¢ gilt deshalb

n
p=> pida',
i=1

Beispiele :

(1) ,,Differentiale”: f: U — Rsei C! =  Df ist 1-Form, da Df(z) : R" — R
linear per Definition der Ableitung
Schreibweise : df statt D f

Es gilt :
df ( _ Y df = > 2L dat | uBere Ableitung”
z)(e;) = 8m(m) — |df = ; g2, da' |, duBere Ableitung
konkret :
fx,y) = z-siny
df (z,y) = sinydx+z-cosydy

(2) Vektorfelder: F = (F,...,F,) : U <> R”
ordne F' die 1-Form

op: U — (R")*, pp = Y F;da’
=

zu; umgekehrt gehort zu
U:U— (R")"
das Vektorfeld
G=(Uq,...,¥,).
konkret :
F(z,y,2) = (z,e%,2%) —  o(z,y,2) = zdz + % dy + 2° dz.
Man sieht :

{1-Formen auf U} = {Vektorfelder U <> R"}.
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Integration von 1-Formen (Vektorfeldern) lings Wegen

Sei v : [a,b] — U stiickweise glatter Weg in U,
d.h. es gibt eine Zerlegung a =t, < t;,< ... <ty =t

wie folgt:

(i) v € C°(la,b],U)
(i) v € C' ((tp_1,t),U) fiir k=1,...,N
(ii1) ¥'l(t_y ) 188t sich stetig in die Randpunkte fortsetzen.

(Bemerkung : tj ist i.a. Sprungstelle von ~')

Definition 26.2 : Wegintegral

Sei v wie oben und w: U — (R™)* 1-Form.
Dann ist (wov)(7') : [a,b] — R eine Regelfunktion und

{w = [Pw((0) (' (1)) dt

heifst Wegintegral von w lings 7.

Bemerkungen :

(1) Die Def. hiingt nicht von der Wahl der Parametrisierung von ~ ab, denn :
o [e,d] — [a,b] sei Umparametrisierung von  mit (0.E.) ¢/ > 0.

Mit I : [¢,d] — U, T := o o, folgt :
JEw(T(n) (' (1) dt
= Jlwom(e®)( (o(t)o’ (1)) dt
MR o) (o (1) (¢ (0(1))) - o' (1) dt

Sustitutionsregel
=E L won)(s)(7 (s)) ds.
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(2) Schreibe w = " w;dz’
i=1

= W)Y (1) =D wily(t) dz’ (y(O) (' (6) = Y wilv(B)) € (' (1)) = D wilv())i(8)
1=1 = i

Also :

o=

w;((t))vi(t) dt | Komponentendarstellung
=1

(3) Sei F € C°(U,R"™) stetiges Vektorfeld; setze

JF:= f; F(v(t) #4/(t) dt | Kurvenintegral des Vektorfeldes F
5

offenbar :
[r=er
¥ ¥

so dass alle folgenden Aussagen iiber Kurvenintegrale von 1-Formen auch fiir
Integrale von Vektorfeldern gelten.

(4) Beispiel :
U=R?*-{(0,0)}
w(z,y) = ﬂ—izﬂ(—y) dzr + ﬂ—iyg:ﬁ dy
v(t) = (cost,sint), 0 <t < 2w
dann :
7' (t) = (—sint,cost) und w(vy (t)) = —sintdx + cost dy

Also :

27
/w: /(sin2t+cos2t)dt:27r
y 0

Obwohl der Weg geschlossen ist, ist das Kurvenintegral # 0.
Analog :

Y €z .
/(_$2+y2,$2+y2)_2ﬂ-
Y

fiir das Kurvenintegral des Vektorfeldes.
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(5) Sei 7 : [a,b] — U reguliir, d.h. injektiv mit 7/(¢t) # 0. Dann ist I' := 7([a,b]) 1-dim.
Mannigfaltigkeit mit natiirlichen Orientierung des ,,Tangentialraums”, man wéhlt ' / ||
als Tangentenfeld an die Kurve, setzt also

T:T —R" T(p):= fy'(t)/]'y'(t)], falls p = ~(t).
Dann gilt : (— Fliachenformel)

Jw= [wp) (T(p))dH'(p)

r

Rechenregeln fiir [w :

(1) Jwitws) = [wi+ [ws
v

g gl
(2) [(c-w) = ¢ [fw, ceR
gl gl
® [ w = futfe
Y1+72 gl 72

wobei in (3) Endpunkt(y;) = Anfangspunkt(ys), also
M a,b] — U, 2 [a, 0] — U, mit 71(b) = 72(a).

Dann sei
Mty [a,20 —al — U, 1 +72(t) :=

(1) - (3) folgen trivial aus der Definition.

Definition 26.3 :

Sei w eine 1-Form auf U. w heifft exakt

— 3IfeC'(UR) mit, dh w= (%fdxi.
i1 Ot

f heifit eine Stammfunktion zu w.
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Bemerkung :

Sei F': U — R™ Vektorfeld; dann:
wp exakt <= 3 feC'(UR):|Vf=F]|
Man sagt:

das Vektorfeld F ist konservativ und f heifit ein Potential von F'.

Wie priift man Exaktheit? Dazu zur Vorbereitung folgender

Satz 26.1 :

Sei w eine 1-Form auf U. Dann sind dquivalent:

(i) [w=0 V geschlosene Wege v in U
8!

(it) [w= [w fir alle Wege v1, v2 in U mit gleichem Anfangs- und Endpunkt.
7 Y2

Ist w exakt, so gelten (i) und (ii).

Beweis :

(ii) = (i) :
Sei 7 : [a,b] — U geschlossen, also v(a) = 7(b). Setze
I':la,b) — U, I'(t) =v(a) = /w:O
r

und nach (ii) gilt: [w= [w.
ol r

(i) = (ii):

bilde v =7 + (—72),

wobei 75 durch Orientierungsumkehrung entsteht:

— i [a,b] — U, tr— y(b+a—1)

— 7 ist geschlossen, d.h.

e e )

T+(=2 72
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n .
Sei nun w = df. Dann ist wegen w = ) % dx’
i=1

b

b
Jo= [ fawnid= [ 5 ra@d=160) - 16) =0,

31‘2‘

a

falls v geschlossen.

Bemerkungen :

(1) Die Eigenschaften (ii) nennt man Wegunabhingigkeit von [w. Also
g

‘w exakt auf U = Wegunabhingigkeit

Die Umkehrung wird gleich untersucht.

(2) Die 1-Form w(x,y) = Y dr + dy ist also auf R? — {(0,0)} nicht exakt.

_ Y _ T _
1.2+y2 1.2+y2

Satz 26.2 :

Sei w eine 1-Form auf der wegzusammenhingenden Menge U. Dann gilt:

w erakt <= das Kurvenintegral hingt nicht vom Weg ab.

Beweis :

,=" erledigt (auch fiir beliebige U)

7

77<:

Fixiere einen (Basis-) Punkt x, in U und setze

fiir einen beliebige (stiickweise glatten) Weg von x, nach z. Offenbar ist f(z) wohl-
definiert (, und da U als zusammenhéngend vorausgesetzt wird, gibt es mindestens
einen Weg von z, nach x in U).



Analysis 111

Z.z.. df =w

Sei dazu z € U, B sei eine kleine Kugel um z in U. Sei v ein Weg von x, nach x
= v+ 2y ist Weg von x, nach y, y € B

= ) - f@) = [w=fwE+ily-a)y—o)d

MWS wx+s(y—z))(y—x) firein 0 < s < 1.

Es folgt:

|f(y) = f(z) = w(@)(y — )]
(Il - || Operatornorm ) < Hw(m +s(y—x)) — w(:U)H |y — z

|w(z+s(y —2)(y — x) — w(@)(y — )|

< sup [o(a + iy =) ~w@)| e~y

-~

=R(y)

= f ist differenzierbar in = mit df (z) = w(x), denn
R(y) — 0 bei y — x wegen der Stetigkeit von w.

Wie priift man nach, ob w exakt ist 7

Wegunabhingige Integrierbarkeit ist kein handliches Kriterium.

Definition 26.4 :

n .
Es seiw =Y w;dx® eine Differentialform der Klasse C*

i=1
(d.h. die Koeffizienten w; sind von der Klasse C*).
w heifit geschlossen <= es gilt die Integrabilitédtsbedingung

(IB) |35 wi=g0; wi Yij
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Bemerkungen :

158

(1) F:U — R3, U offen in R3, sei ein Vektorfeld der Klasse C!, wp die zugehorige 1-Form.

Dann gilt:

‘wF geschlossen <= rotF = O‘

(2) Sei f € C*(U,R), w=df =5 %dmi. Dann gilt:
i=1

Owi 0 0f 0 Of 0w
8.%']‘ - al'j 8.%'1 - (31‘2 8.%']‘ - (31‘2 '

Also:

w exakt mit f € C2 = w geschlossen

(3) Uns interessiert die Umkehrung, aber:

Yy X
- d
T+ T

w(z,y) = dy

ist geschlossen auf R% — {(0,0)}, aber nicht exakt.

Q( _ L) _ =242y _gyP—a?

8y 1.2+y2 - (1.2+y2)2 - (:L“2+y2)2
9 (%) _ 4yt yPa?
oz \ 72 y2 = T@2+y2)2 = @Ity2)?

Fiir die Umkehrung braucht man zusétzliche top Bedingungen an U.

Definition 26.5 :

es gibt einen Punkt x, € U

U C R" heifit sternformig < o
C eifit sternformig mit zox C U fiir alle x € U.

(man sagt dann: U ist sternférmig bzgl. x.).

Bemerkungen :

(1) U konvex = U sternférmig bzgl. eines beliebigen Punktes

(2) sternférmig ist schwicher als konvex:

sternférmig, aber nicht konvex!
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Satz 26.3 :

Sei U offen, sternformig und w eine geschlossene 1-Form der Classe C'1.
Dann ist w exakt.

Beweis :

Gesucht ist also f: U — R mit w = df.

O.E. sei 0 € U und U sternformig bzgl. 0.

Angenommen, ein solches f existiert. ’

Sei v(t) =tz, 0<t <1

1 1 1
— f(z) - f(0) = Of%f(’v(t))dt = Ofdf(m“)@) dt = JW(W)(@ dt.
Da offenbar mit f auch f 4 ¢ Stammfunktion zu w ist, machen wir den Ansatz
f(z):= /Olw(tx)(q:) dt = /01 Zn:wi(tm)xi dt,z € U.

i=1

Z.z..df =w (beachte: (IB) wurde noch nicht benutzt!)
Es gilt:

NE

1 n
(Owaltxxldt) =

1 n
%(fz:wl tr xzdt) da?
=1 0

=1

<

1

~
Il

Vertauschung von

-

{

tx; g‘;l (tx) + wi(tw)d;; } dt daw?

NE
o

<.
Il
—

=1

{wj(tz) + z twig, 8“" (tz)} dt da?

—_

I
M=
S

.

{w;(tz) + z ta;gt aw] (tz)} dt da?

—_

Il
M=
S

Es gilt:

%(twj(tx)) ={.} = df(x) = 4 (twj(tx)) dt da’

M=
o

<.
Il
-

Il
M=

wj(z) dz?

<.
Il
-

I
€
—~
8
~
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Zusammenfassung

U offen in R", wC!' 1- Form

w exakt 204 alle Umlaufintegrale 0
1263 1 26.1
w geschlossen (IB) Wegintegrale hingen nur vom
+ top. Bedingung an U Anfangs- und Endpunkt ab

andererseits:

(1) w exakt = w geschlossen (ohne Bedingung an U)
(denn: w = df mit w € C! impliziert f € C2 und damit (IB) klar!)

(2) alle Umlaufintegrale 0 + U zusammenhéngend 202 exakt

D.h.:

‘ U sternformig = exakt, geschlossen, wegunabhéngig integrabel sind dquivalent

In Termen von Vektorfeldern F : R3 D U — R3 der Klasse C'! hat man:

‘F konservativ. <= rotF =0 <= Umlaufintegrale sind 0

vorausgesetzt U ist sternférmig.

Differentialformen vom Grad r > 1

Wir erinnern an einige Begriffe aus der Algebra.

Sei V ein R-V.R. Wir setzen fiir m € N

A"V i={®:V x...xV — R| ® ist m-linear und alternierend }

m-fach

Dabei heifit eine m-lineare Abbildung alternierend, falls ®(vy,...,v,,) = 0 gilt,
wenn v; = v; ist fiir mindestens ein Indexpaar ¢ # j.

Aquivalent dazu ist:
P(Vo(1)5- -+ » Vo(m)) = (sign 0)@(v1, ..., vpy) fiir jede Permutation o von {1,...,m}
oder

P(...v...w...)==P(...w...v...) bei Vertauschen von zwei Stellen.
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Beispiel :
V=R"m=n

D (vy,...,v,) =det(vy,...,vp)

ist n-lineare alternierende Abb. in den Spaltenvektoren v, ...

Bemerkungen :

(1) Vereinbarung: A\°V =R
(2) Bsgilt A'V = V* (Dualraum)

Lemma :

Sei ®:V x ... xV — R m-linear. Dann sind dquivalent:
—_——

m

(i) @ ist alternierend

(ii)) ®(v1,...,vy) =0 falls vq,...,v,, linear abhéingig.

Folgerung :

dmV=n<m = A"V =0,

denn m Vektoren aus V sind ja stets linear abhéngig, so dass ®(vq,...

Mithin ist ¢ die Nullabbildung.

Basisdarstellung :

dimV =n < oo, eq,...,e, sei eine Basis von V, m < n.
Setze fir a = (aq,..., ), a1 < ... < ay <n,

Q:Vx...xV—DR,
—_———

m
0, a#p g
[e% -— ?
9(6617"'765771)'_{1 , Oé:ﬁ ) 1
+ m-lineare, alternierende Fortsetzung

Dann ist O € A™V und es gilt:

{1 <o <...,<am <n}

ist eine Basis von A" V.

- Bm),

o< PBm<n

,Um) = 0.

161
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Folglich hat ® € A" V die eindeutige Darstellung

® = S ®, - QO

1<ai<...<am<n

mit Koeffizienten &, € R.

Korollar:

m<n: dimV=n=dimA"V = (")
Speziell: dim A'V =dimV* =n

dim A"V =1

m>n: dimA™V =0.

Beispiele :
HDV=R}m=2 = dimA’R>=3.
(e1, €2, e3 kanonische Basis), dann gilt:
a) Q1¥((1,2,3), (0,0,1)) = Q¥ (er,e3) + 2003 (es, e3) + 3013 (e3, e3)
= QU3 (er, e3)
=0
b) Q23((0,0,4), (0,1,0)) = 4Q%% (e5, e5) = —4.
2) V=R""m=n = dmA\"V=1

e1,...,e, kanonische Basis

Q(1,2,...,n)(f017 . ,’Un) = det(vh U 7UTZ)

denn:
(v1,...,0,) — det(vy,...,v,) ist Element von (A" R"™) — {0},
und da dim A" R™ = 1 ist, folgt Q%" = g . det mit a € R — {0}.

Nun werte dies aus auf (eq,...,e,), um a = 1 zu sehen.

Definition 26.6 :

Sei U C R" offen, m € N,, £ € N,. Eine Abbildung w: U — N R" der Klasse C*
heifit Differentialform vom Grad m der Klasse C* auf U.
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Bemerkungen :

(1) m=0 = die Differentialform vom Grad 0 sind die Funktionen € C*(U,R)
(2) m=1 = 1-Formen auf U

(3) fiir jedes x € U ist w(x) : R" x ... x R" — R m-linear und alternierend.

m

163

(4) Sei f € C*(u,R). Dann ist w = f - det eine Differentialform vom Grad n der Klasse C*.

Wie erzeugt man Differentialformen? — #dufleres Produkt

Lemma :
Sei V' endlichdimensional. Fiir r, s € N, gibt es einen eindeutig festgelegten Ope-
rator (“duBeres Produkt”)
T s r+s
N AVXAV— AV
mit folgenden Eigenschaften:
(i) A ist bilinear:
(aw 4+ bD) An=alwAn) +b@An)
wA(en+dn) =...
(ii) A ist assoziativ:

weNV,neNV,ace N'V = wAmAa)=(wAn) A
(iii) A ist antikommutativ:
nAw=(=1)"%wAn

(iv) A°VANV — A"V st gegeben durch
cha=c-a. (beachte ce€R,da A’V =R)

Beweis :
Seiw e A"V, ne A\°V. Dann folgt aus (i) - (iv):

(x) MAwW) (1, Vpps) = Z] (signa) - N(Vo(1)s - - Vo(r)) * W(Va(rs1)s - - -5 Vo(rts))
ocly s

wobei I, 5 alle Permutationen {1,...,r + s} umfafit, die auf {1,...,r} und
{r+1,...,r + s} streng wachsen.

Nun definiert man n A w durch (*) und rechnet alle Eigenschaften nach.
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Bemerkungen :

(1) (%) muB man sich nicht merken, aus (i) - (iv) kann man n A w immer im konkreten Fall
ausrechnen (— s.u.).

(2) V=R", ey,...,e, Standardbasis, e!,...,e" duale Basis
= {e®W A ne™ 1 <a(l) <...<a(m) <n} Basis von A" R"
konkret:
el Ne2, e?2 Ne3, el Ae3 Basis von /\2 R3, dann hat w € /\2 R3 die Darstellung
w=a- -e'Ne?+be2 ANed +cel Aed mita, b, ceR.
(3) Beispiel: V. =R* (a, b, c€R)
(ae' ned+be2 ANet)A(ce?Ae?) = a-cle! Ae3)A(e2ned) +bh-c(e2Net Ne? Aed)
= —a-cle! Ae3nedne?)—b-clet ANe? Ne? Aed)

= 0, dae'Ae'=0.

Definition 26.7 :

Sei U C R"™ offen. Das &ulere Produkt n A w von Differentialformen

wird punktweise erkldrt, d.h.

(n A w)(z) = n(z) Aw(z).

Beispiele :
(1) dzt,...,dx™ waren die konstanten 1-Formen
dz'(z) = €.
Damit erzeugt man die konstanten m-Formen
dx® :=dz®* N ... ANdx, a = (ag,...,an),

die an jeder Stelle x den Wert e® A ... A e®™ haben.

Ist w: U — A™R", so kann man schreiben
w= Z We dz®,
e}

wobel @ = (a1,...,am), 1 <oy <...qp < n.

Die w, : U — R sind die Koeffizientenfunktionen.
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(2) auf R3: w = 2zdrAdz 2-Form
= z-dy 1-Form
wAn = 2xz drAdzAdy
= —2xz dxANdyANdz
Basisdarstellung der 3-Form w A 7.
O

AuBere Ableitung (von Differentialformen)

Sei U € R", w: U — A™R"™ m-Form der Klasse C¢. Da w Werte in einem Vek-
torraum endlicher Dimension hat, ist die Bedeutung von w € C* klar. In Termen der
Basisdarstellung

w = E weq dz®
(07

bedeutet dies: die Koeffizienten w, gehéren zu C4(U,R). Ist £ > 1, so kann man die
totale Ableitung Dw(a) ausrechnen und erhélt eine lineare Abb. L : R™ — A" R™.
Es gilt also

m

L(v) € A\R",
so dass
L) (wi,...,wy) =: B(v,w,...,wy)

bildbar ist. B ist (m+1)-linear, aber nur schiefsymmetrisch bzgl. der Variablengruppe
w1, ..., Wy. Uns interessieren nun der alternierende Anteil von B, und diesen nennen
wir die duBere Ableitung dw(a) € A" R"™ von w bei a.

Wir geben eine explizite Konstruktion:

(1) f 0-Form der Klasse C1(U) (also eine C'-Funktion). Die duflere Ableitung df ist die
1-Form (von friiher)

df = Z gﬂfz dz'  (offenbar: df nur noch C°)
i=1

2) w:U — A" R"™ m-Form der Klasse C!, w = wo dz®
(2)

a1,<...<om

dullere Ableitung :

dw:= 3 dwoa A dz*| = dwist (m+1)-Form auf U.

a1 <...<am
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Beachte:
n -
(1) gemiB dw, = > % dx" ist
i=1
n

dw = Z Z gﬁ? dzt A dz®.

a;<...<am =1

166

Dies ist allerdings keine Basisdarstellung, dazu muf man die Produkte dz’ A dz® erst

sortieren.

(2) m =n = dw = 0 aus Dimensionsgriinden!

(B) w= > wjdz' I-Form — dw = ). gT“’;de A dx?
i=1 ij=1
= I (G -f)dind
1<i<j<n !

Man sieht:
die 1-Form w ist geschlossen (I.B. gilt) <= dw =0
(4) n=3:
a) w=4x-dy Ndz

— dw=4dxANdyNdz=4-det, d.h. w(z,y,2z) =4-det

b) w=sinz -dy+e*dz =
dw = cosx dx ANdy+ e*dz ANdx = coszdx AN dy — e*dx Ndz
und
d(dw) = d(cosz dx Ady)—d(e* dx A dz)

= —sinxdrx ANdx Ndy —e* dz ANdx N\ dz
= 0.

Fiir die duflere Ableitung gilt

Satz 26.4 :

Sei U C R"™ offen, 0 < r, s <n. Dann gilt:
(i) d(w +n) = dw + dn fiir C* r-Formen w, n auf U
(ii) d(f -w) = fdw + df A dw fiir 0-Formen f, r-Formen w der Klasse C*
(iii) d(w An) = dw An+ (=1)9704% o, A dy fiir r-Form w, s-Form n der Klasse C'*
(iv) d(dw) = 0 fiir r-Formen der Klasse C*
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Beweis :

Triviale Rechnungen mit der Definition!
z.B. (iv): fiir Funktionen f ist

n

of . 192
d(df) = d( Tidm’):‘z szo’

=1 J=1
92 92 ; . . .
da 2, dr; 8rjgx¢7 aber dx? Adxt = —dz" Nda?.
Sei w = Z Wo T A L. A dx.
a1 <...<opr

Es geniigt der Nachweis von

d (d{wadz® A ... ANdz*}) =0:

d(d{wadz™ A ... Adz®}) = d(dwa Adz® AL Adzor)
W (@ dwa) Adz® A .. A dz® — dwg Ad(dz® A ... A dz®)
———
=0 =0 nach Def. von d
O
Notation :
Sei w r-Form der Klasse C! auf U.
(1) w geschlossen: <= dw =10
(2) w exakt: <= 3 (r —1)-Form, Q mit w = dQ
Offenbar:
w exakt == w geschlossen.
Mit analogen Argumenten wie im Beweis von Satz 26.3 kann man zeigen
Satz 26.5 :
Sei U C R" offen und sternférmig.
Ist die r-Form w der Klasse C! geschlossen so ist w exakt.
O

Jetzt zum Satz von Stokes in einer speziellen Form. Die allgemeine Version erfordert die
genaue Diskussion von berandeten Mannigfaltigkeiten, auf die wir aus Zeitgriinden verzichten.
(— Barner - Flohr, Bd. II)

1-Formen lassen sich ldngs Wegen in R" integrieren, also liegt es nahe, m-Formen iiber m-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten zu integrieren.
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Sei M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™.

-
N

Rm

Dann wissen wir:

Zu a € M existieren W, offen in R™, U, offen in R™ und ¢, : W, — R" regulér mit
wa(Wo) =U, N M.

Nun fixiere a € M und eine Orientierung von 1, M, etwa sei 8%1 Pay- - % (pq positiv orientierte
Basis von T, M,x € M N U,.

Wenn M NU, NU; # 0 ist, so kann ¢, dort genau die entgegengesetzte Orientierung induzieren,
d.h. =2 oy, ..., 22— ¢ ist negativ orientiert oder dquivalent:
ox1 ’ Y OTm

det D(cpgl 0 pg) < 0.

Definition 26.8 :

a) Kann man die Mannigfaltigkeit M so durch Karten beschreiben, dass auf den
Uberlappungsbereichen stets det D((,D;I °pa) > 0 gilt, so nennt man M orientierbar.

b) Ist M orientierbar und a ein Punkt aus M, so wird auf M eine Orientierung O festgelegt,
wenn man in T, M eine Basis auszeichnet und diese positiv nennt. M zusammen mit dieser
Orientierung O heifit orientierte Mannigfaltigkeit.
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Beispiel : (M Hyperfliche C R")
Annahme: es gibt ein stetiges Normalfeld N : M — R" auf M,
d.h. N(z) € T, M, |N(x)| = 1.

Wiéhlt man dann in T, M jeweils e1(z), ..., e,—1(z) so, dass e1(z),...,e,—1(z), N ()
zur Standardbasis dquivalent ist, so wird eine Orientierung von M festgelegt. Das
Normalfeld NV orientiert M entgegengesetzt.

Definition 26.9 :

Sei (M,O) eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit, U C R™ offen D M
und w : U — A\ R" stetig. Das orientierte Integral von w iiber (M, O) ist

f(M,O)w = [yw@)(r(@),..., 7)) dH™(z) .

Ist O festgelegt, so schreibt man kurz wa.
T1(2), ..., Tm(x) ist hier eine positive ONB von T, M.

Bemerkungen

(1) Man muB natiirlich sicherstellen, dass z — w(z)(71(z), ..., Tm(z)) auf M H™- integrierbar
oder -summierbar ist!

(2) Wie berechnet man [, w ?
Fall 1:

Man kommt mit einer Karte aus: M = (W), ¢ : R™ D W — R" regulér. Ist
dann 01, ...,0np positive Basis, so folgt aus der Fldchenformel (die Jacobi-
sche kiirzt sich!)*

| o= [ wle)@rp.....ou0)dc"

Fall 2:

Zerlege M in Stiicke M; (disjunkt), die durch eine Abbildung beschrieben werden
und benutze Fall 1 sowie

/Mw:;/Miw

*es ist w(p(x)) (B1p(x) ... Omep(x)) = [Do(x)]w (@) (T1(e(x)), . .., Tm(e(x)))
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Definition 26.10 :

M C R" heiffit m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, falls gilt:
zu jedem x € M gibt es eine offene Umgebung U C R"™, so dass
entweder: M NU m- dimensionale Mannigfaltigkeit ist
oder: es gibt eine offene Umgebung V wvon 0 in R™ sowie
einen Diffeomorphismus ¥ : U — V mit ¥(x) =0
und W(UNM)={yeV iyl = =y"=0,y™ >0}
“oder”: V(U NM) ist fir m =2, n=3 im Prinzip eine Halbkreisscheibe

in y1y2-Ebene, und zwar im Bereich y?> > 0

Definition 26.11 :
Ist M Mannigfaltigkeit mit Rand, so setzt man OM := {x € M :es gilt “oder” }, und

nennt diese Menge den Rand von M.

Achtung : OM ist nicht der topologische Rand von M !

Offenbar: M — OM ist Mannigfaltigkeit im alten Sinn.
Beispiel :
U:{zeR":|z] <1} — U Diffeom. der 1-Kugel auf eine offene Menge U C R"

= M=V({zeR":|z|<r amy1=... =z, =0})
ist Mannigfaltigkeit der Dim. m mit Rand, sofern r < 1.

OM=V({zeR": |z|=r, xpt1 =... =2, =0})

2

P
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Bemerkung :
M Mannigfaltigkeit . OM Mannigfaltigkeit
der Dim. m mit Rand der Dim. m — 1.
Es gilt:
T,0M C T, M.

Sei M orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei x € M. Dann gibt es in T, M
genau 2 Vektoren nq,7 der Linge 1 mit n; € T, OM". n; und 1y sind entgegen-
gerichtet, d.h. 7o = —n, und sie bilden anschaulich den inneren und den &ufleren

Normalenvektor an OM.

Definition 26.12 :
Sei N'(x) der duBBere Normalenvektor an 9M.

Fine ONB 1i(x),...,Tm—1(2) — T(x)y oy Tm—1(x), N(x) ist
von T,OM heifst positiv positive Basis von T, M.

Dadurch wird OM orientiert, man nennt diese Orientierung die induzierte

Orientierung O’.

Theorem : Stokes

Sei (M, O) orientierte berandete m-Mannigfaltigkeit, U C R"™ offen
mit U DM undw:U — /\mf1 R™ von der Klasse C'!. Dann gilt:

f(M,O) dw = f(aMO’) w

171
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Spezialfal: n =3, m =2

M habe ein Normalenfeld v

Orientierung O:  v1,ve € T M positiv. <= vy, v9, v positive Basis von R3
Orientierung O": 71 € T,0M positiv <= 1,N positive Basis von T, M

<= 1,N,v positive Basis von R?

Dann:

w 1-Form der Klasse C! auf Umg. von M — / dw = / w (%)
M oM

Rechts steht jetzt ein Linienintegral!

Da 1-Formen und Vektorenfelder F' isomorph sind, folgt aus (%) der klassische Satz
von Stokes

/ rotF - vdH? = F.rdH".
M oM



