§12

Integralrechnung
(fiir Regelfunktionen)

Motivation: 1) Fldchenberechnung

A

TN

2)  systematische Bestimmung von Stammfunktionen
(finde zu f ein F mit 4& = )
Idee zur Bildung eines Integralbegriffs:

e f =c auf [a,] = fab f(z)dx:= c-(b—a) “Rechteck”
o f stiickweise konstant “Treppenfunktion”

e f = Limes von Treppenfunktionen “Approximation”

Ergebnis:  Integral fiir sog. Regelfunktionen

Nachfolgend:  nur reeller Definitionsbereich, Werte in C moglich.
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Definition 12.1 : Sei a <b. ¢:[a,b] — C heifit Treppenfunktion

1< es gibt eine Zerlegung
Z =Ha = zo<xr1<...<xp_1 <z = b}

von [a,b], so dass ¢ auf (zi—1,2;),i=1,...,n, konstant ist.
b n
Gilt ¢ = ¢ auf (xi—1,7;), so setzt man: fa p(r)dr = > ¢ (v;—xi-1)

(Treppenfunktionen haben nur endlich viele Werte!)

Bemerkungen:

0) Treppenfunktionen sind offenbar i.a. unstetig. Die Werte ¢(x;) an den Teilpunkten spielen
fiir [* ¢ dz keine Rolle.

1) Def. 12.1 des Integrals héngt nicht von Z ab! D.h.:

Z,7' Zerlegungen von [a,b],
Z ={zo<ai<...<an}, Z' ={al<...<a,}

¢ = ¢ auf (zi_1,2;), ¢ = dp auf (2)_,,2})

—

n m

G (xg—mim1) = Y, di (z), —x)_).
1 =1

)

Bspl: Z = {a,b}, Z' = {a,2,b}

offenbar: c¢-(b—a) = ¢- (&' —a)+c-(b—2)

2) T ([a,b]) := Menge aller Treppenfunktionen [a,b] — C

Ubung; ’T ([a,b]) ist ein C - Vektorraum. ‘

Satz 12.1 :  Seien ¢,V €T ([a,b,]) und «,B € C.

Dann gilt:
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i) f; (ap + BY)dr = oz-f; o dr+ 0 f; U dx.

(Linearitdt)

i) | [ e da| < 21l -de < el - (b -a)

(Beschranktheit) (|| f|| :== sup{|f(z)|: a <z <b}) lies: “Norm von f”

iit) o, [a,b] >R mit p(z) < ¥Y(z) auf [a,b] =

fb pdr < ff Udx. (Monotonie)

a

Beweis: ii)) Sei Z = {a =12, < ... <z, = b} Zerlegung von [a,b], so dass ¢ = ¢, auf
(xk‘—hwk) =

[flede] = | S am-mn)| < X lal - @)
= JJlel de

Da x| < Jlo| ist fir k=1,...,n, gilt

n n
Yolel - (@ —area) < el - Y (@ —ae) = el - (b a).
k=1

k=1

i), iii) Sei Z’ eine Zerlegung zu V. Z*:=2ZUZ = {2z, <...<zn}

ist dann Zerlegung sowohl zu ¢ als auch zu ¥, also

o = ¢ auf (zk_1,2k),

= di auf (zx_1,2) fiir gewisse ¢k, di € C

a-p+ Y istdann = a-cp + - di auf (zp_1,2r) =

b N

[ (ap+p9)de = > (a-cp+ B di) (2 — 2p—1) =
k=1

N N
a- > e (2 —2k—1) + 8-> di (2 — 2-1) = « fab o dr+ f; NG
k=1 k=1
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Im Fall ¢ < U gilt ¢ < dp auf (zx_1,2;r), daraus folgt die Ungleichung zwischen den
Integralen. ([l

Fiir welche Funktionen  f:[a,b) = C kann f; fdx  sinnvoll definiert werden?

Definition 12.2 :  Regelfunktionen

Sei I C R ein Intervall mit reellem Anfangs- und Endpunkt a bzw. b.

f:I — R heifit Regelfunktion auf I, wenn

(i) fir z € (a,b) ezistieren f(z+) und f(x—)
(ii)) a € I = f(a+) ezistiert

bel = f(b—) emistiert

Bem.: 1) R(I)= Menge der Regelfunktionen ist ein C - Vektorraum
2) Ist I C R ein Intervall wie oben, so gilt:

’stetige Funktionen, BV-Fkten, monotone Fkten I — R  sind Regelfunktionen

Wir beschreiben jetzt den Zusammenhang zwischen Regel- und Treppenfunktionen auf kom-
pakten Intervallen [a,b]. Dazu bendtigen wir eine dquivalente Beschreibung kompakter Mengen.

Satz 12.2 :  Fur M CR sind gleichwertig:
(i) M sind kompakt (also beschrinkt u. abgeschlossen, Satz 9.5)

(i) Gilt M C |J Uy mit offenen Intervallen
AEA

Ux = (xx—0x,xx+0)) bei beliebiger Indexmenge A, so gibt es endlich viele Uy,, ..., Uy

n

n
mit M C |J Uy,.
=1

)
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( (ii) heifit Uberdeckungskompaktheit: — aus einer beliebigen offenen Uberdeckung kann man

eine endliche Teiliiberdeckung auswéahlen. )

Beweis: “=" JR>0 mit M C I :=[-R,R].
Sei M C |J Uy mit Uy wiein (ii).
AEA

Annahme: /é endliche T.U.

= MnN[-R,0] oder M N[0,R] nicht durch endlich viele Uy tiberdeckbar;

0.E. gelte dies fiir M N[0, R|; setze I := [0, R] analog: M N [0, g} oder M N [%,R} nicht
endlich tiberdeckbar.
rekursiv:  Folge {I} abgeschlossener Intervalle, Iy D Iyt1, |lgy1] = 5 |Ig] und

* zur Uberdeckung von I, N M braucht man co viele Uy

aus * folgt: # L, NM = o

oo
Sei se () Iy = s ist HP. von M
k=1

M abgeschlossen, also s € M.

Nach Voraussetzung: M C |J Uy = I Ao : s€U,,.
AEA

1~
~—

fiir k> 1 folgt: Iy CU,, = I©LiNM CU,,.

Das widerspricht .
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“="  zeige (vgl. Satz 9.5): a) M beschrankt
b) M abgeschlossen
1
zu a): {(:B——
n
=:1

bereits endlich viele iiberdecken M — M beschrankt

1 ..
, T+ — ) : xeMneN } ist offene Uberdeckung von M
n

1/n(x)

zu b):  Sei M nicht abgeschlossen = 3 H.P. avon M,a ¢ M
sei  Ulx) := (ZL’ —e(x),x —|—z~:(x)), 0<e(x)=1%lz—a|, zeM

= Mc | Ul = MCCJU(%’@)

xeM (=1
mit zq,...,xp € M.
Setze €:= minf{eq,...,e,} , & = 3|z —a =

(a—%, a—i—%) NU@) =0 =

(a_%, a+g) N U U(x) =0 = (M wird iiberdeckt)
(=1

Dann kann a kein Haufungspunkt von M sein.
(allg. Beweis im R™ ~» Steffen An. I, p.578 f.)

Satz 12.3 :  Approzimationssatz  Sei f: [a,b] = C. Dann gilt:

f: [a,b] = C Regelfunktion <=

zu jedem € >0 gibt es ¢ € T([a,b]) mit ||f —¢| < €

D.h.:  sup |o(x)— f(x)] < e.
z€[a,b]

Folgerung: (¢ =1/n) f :[a,b] — C Regelfunktion <=

Elgone’T([a,b]) mit [|f — on]| — 0 bei n — oco.
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Regelfunktionen sind genau die gleichméfligen Limiten von Treppenfunktionen.

Beweis: “=—" &> 0 gegeben - konstruiere eine Treppenfunktion ¢ mit ||f—¢|| <e =

(Cauchy fiir Grenzwerte)
zu jedem c € [a,b] gibtes Is(c) = (c—d,c+ ) mit

() [f)—fly)] < e

fir alle z,y € I5(c) mit z,y < c oder z,y > c.
(ist ¢ Randpunkt, so hat man nur eine der beiden Mdoglichkeiten)

[a,b] kompakt und [a,b] C U Is (¢) = [a,b] C Is, (c1) U... U I (cn)

ordne nun ¢, ...,c, und die Endpunkte von Ij5, (c¢) der Grofle nach —
Z ={{a = z.<...<zxy = b} von [a,b)].

Fixiere z; € (xj, zj1+1) beliebig und setze

f(z), = € (z5,2541)
p(x) = ,x € [a,b].
f(x]')v r = Ty

Beh.: |p(z)— f(z)| < ¢ auf[a,b].
denn: z = z;

x verschieden von allen z.,...,zn: == x € (zj,2;41) filir genau ein j;
offenbar: (zj, xj4+1) C Us, (c¢) fiir ein passendes ¢

esgilt:  o(x) = f(z;) mit zj € (xj,Tj41)
= o und z; beide links oder rechts von ¢,

= [fl2) = f(z)| < e abo [ f(z) —p(x)] < ¢

Es folgt: [|f —¢] < e.
“—=": Sei c€la,b)

z.Z.: lim f(z) existiert
xlc

(alle anderen Félle gehen analog!)

Cauchy Kriterium: Beh. < Ve>0d6>0 mit

| f(x) = f(y)| < e fiir alle
T,y € (C,c—{—é)'

Zerlegung
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e>0 gegeben =— JopecT(a,b]) mit ||f—¢| < /3
@ hat als T.F. rechtsseitigen Limes «, d.h. 3 >0 mit
lo(x) —a| < ¢/3 Vae(cec+)
bwz. |¢(z)—e(y)| < /3 Yaz,y€ (c,c+9d) nach Cauchy

= [f@)—fWl < [f@@)—e@)] + le@)—e@)] + lel) -,
< e/3 + e/3 + ¢/3

fir alle z,y € (¢,c+9).

Bem.: Ist f, € R([a,b]) und f:[a,b] — C mit
=11 = 0,
so folgt:  f € R ([a,b]).

(beachte: aus ||f, — f|]| — 0 folgt fn(x) — f(z)V z)
(Die Menge der Regelfunktionen ist abgeschlossen bzgl. glm. Kvgnz.)

Beweis: wihle nach 12.3 ¢, € T ([a,b]) mit ||p, — fol < 1/n

Dann:  |[f —pull < [If = full + [[fa —¢nll — 0,
Satz 12.3 gibt die Beh. (Ubung: Einzelheiten ausfiihren!)

Definition 12.3 :  Sei f: [a,b] = C eine Regelfunktion.

Das Integral von f iber |a,b] ist erklart als

[P fde = m JP pude]

wobei py, irgendeine Folge in T ([a,b]) ist miz || f —enl] — 0.

Bem.: (zur Schreibweise): f; fs f: f(x) dx, f: f@)dt...
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Interpretation:  “Flécheninhalt unter Graph (f)”

=
y:

(Bem.: Das Riemann Integral ist allgemeiner !)

Wir miissen die Wohldefiniertheit von ff f dx zeigen:

b b
Gelte |lon—f]] — 0 = | fa ©n dx—fa Om dr | =
n— 00 12.1

b
|fa(99n*‘10m)d$| < len—oml - (b—a)
12.1

>0 gegeben = IANEN: |lph—¢n| < e ¥Vn,m<N

(denn [lon = @ml| < llon = fII+ llem = F1)-

Also: { f: ©On dm}neN ist Cauchy-Folge, d.h. konvergent in C.

nh_)rgo f; ¢ dr hangt nicht von der Approximation ab: gilt ||¥,, — f|| = 0,

so folgt [on = Wall < llon = fII + [If = ¥nl — 0 und daher

‘ff on dz — [ \I/nd:v‘ < lon —Wnll - (b—a) — 0.

Folgerung: f :la,b] — C stetig,

f :]la,b] — R monoton oder BV

== f; f dr existiert
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Anmerkung: ff f dx ist nur fiir Regelfunktionen f erklart,

also z.B. nicht fir f:[0,1] = R, f(z) = { (1)’ Esci%st

Rechenregeln fiir das Integral einer T.F. —

Satz 12.4 :  (Eigenschaften des Integrals f: :R ([a,b]) — C)

Seien  f,g € R (la,b]), a,f€C

(i) Linearitat: ff (af + Bg) de = oz-f;f dx + ff g dz.
(ii) Abschitzung: | [* fdx| < [P|f] de < [If] - (b—a).

(iii) Monotonie: frgreell, f<g = ff fdr < f; gdx.

Bem.. 1) feR([a,b]) = |f|€R ([a,b]),s0dass [’ |f| dz Sinn macht.

2) ’ f: [a,b] =R Regelfunktion == [ beschrankt,
dh[[f = sup [f(x)] < oo.
x€la,b]

( Beweis v. 2): 1z, Folgein [a,b] mit |f(z,)] — oo
[a,b] kompakt, also 3 ¢ € [a,b] mit z], — ¢ fiir Teilfolge (Bolzano - W.)

zeige:  |f(z],)] — oo widerspricht der Existenz einseitiger Limiten in ¢ >

Beweis von Satz 12.4:

Wabhle

i) n, Wn € T([a,b]), llon = f — 0, [[¥n—g| —0
= [ (wpn + BYn) = (af + Bg) || — 0 und ap, + SV, € T([a,b])
Satz 12.1

Also: f; (af + Bg) de = li_}In ff(ag&n + BV, dx

o ff on dx + 8 f; U,dr = « ff fdx+ 3 f;gdx.
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§12. INTEGRALRECHNUNG

i) on— £ =0 = [llgal = 11 =0 und fgn]l [
b b
wnd | [ pudz| < [2 palde < llgall - (b 0)

Grenziibergang n — oo in dieser Ungleichung ergibt Beh.

((Anmerkung: | [gn(@)| — [f@)I| < lpal@) ~ f@)] bilde sup

= Nleal =111 < llea— 7l

auberdem:  [p(z)| < [f(@)] + [f(2) = @al@)] < IF] + If = oul
= leal < IS+ 1F =l

— lul — 11£1)

und analog [|f[| < [lenll + [If = @ull

(iif) 3 ¢n € T(la,b]) mit [l — f| —0

—

[ reellwertig

M @nl| — 0, || Re o — fI| — 0

also:  Re ¢, reelle Treppenfkt mit | Re ¢, — f|| — 0

nehme also direkt an: ¢y, ¥,, reelle T.F. mit ||¢, — f|| — 0, [|¥, —g|| — 0

IN

f

= Untlg=Vall = g

setze  @n = @n—||f — enll

n
= @n, VU0 € T([a,b]), [&n— fI — 0, ¥, — gl — 0,
Gn < U, so dass f(f Op dx < fab U, dz

nun benutze Satz 12.1.
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Satz 12.5 :  (Additivitat bzgl. der Integrationsgrenzen)

Sei [a,c] kompaktes Intervall, a <b<ec, und f € R(la,c])
Dann gilt:

/ac fdx = /ab fdat+/bc fdz,

wobei rechts die Integrale der Regelfunktionen flia5 und flp stehen.

Beweis: 1) ¢ € T|[a,c]).

also o =cp auf (xy,xpy1) fir eine Zerlegung {a =z, < ... <z, =c} von [a,c].
Sei etwa b € (zg,041) =
Z''={a = 2o <...<xp<b<mpy1 <...<apn}

ist Zerlegung von [a, ] zusammengesetzt aus den Zerlegungen

{a=2,<...<xp<b} von |[a,b],

{b<zpy1 <...<zn} von [b]

Daraus folgt f: pdxr + fbc pdr = fac wdx trivial.

Ist b Teilpunkt von Z, so argumentiert man analog.

2)  flap) € R([a,0]) = Fon € T([a,b]) mit Sel[lpb] [f (@) = en(z)] — 0O

analog: W, € T([b,¢]) mit sup |f(z)— ¥,(z)] — O.
z€[b,c]

Setze An(z) i= pole) ant o0 €T (la,d])
T U, (z) auf (b,c] o

Dann:  sup |[f—A,] — 0 == Beh. mit 1) fiir A,

z€[a,c]

Konvention: 1) [* fdz = 0

2) a<b, feR((ab]) = [ fdv:=—[" fdz.

[€ fde = [P fde + [5 fda
Folgerung :
gilt fir alle a,b,c € R
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Die Monotonie des Integrals kann folgendermafien verscharft werden.

Satz 12.6 : f:[a,b] — R sei stetig mit f > 0.

Gilt an einer Stelle xo € [a,b] f(zs) >0, so folgt: ff f(z)dz > 0.

M.a.W.: f>0 stetig mit fab fdr=0= f=0.

Bem.: Fiir Regelfunktionen gilt das natiirlich nicht, denn

0, 0<z<1
f= hat tiber [0, 1] Integral 0.
1, z=1

Beweis: 0.E. 1, € (a,b) = 3 >0 mit f(z) > 3 f(zo) auf (zo— 6,20+ 0) C [a,b]

Dann ist

% flxo), € (X6 — b, 26 + 6)
p(z) = .

sonst
aus T ([a,b]) CR ([a,b]) mit f>¢ auf [a,b]

Monotonie = f; fdx > ff pdr = 263 f(zo) = 6+ f(zo) > 0.

Berechnung von Integralen mit Riemannschen Summen:

13

bis jetzt: f; fdx = li_)m ff ¢on dzx fur eine Folge {¢,} in T ([a,b]), die gleichméaBig

gegen f € R ([a,b]) konvergiert.

Wie bestimmt man konkret eine solche Folge?

einfacher: finde ¥, € T ([a,b]), so dass zwar fab U, dx — f; fdz gilt, aber nicht unbedingt

W — fI| — 0.
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Definition 12.4 : Riemannsche Summen

Sei f:la,b] — C und Z :={a =2, < x1 < ... < xy = b} eine Zerlegung von
[a,b]. Es seien zj € [xp_1,xk] beliebige “Zwischenstellen”- Dann heifit

D fa) - Awg=y 0 fla) (wn — @)
k=1 =1

Riemannsche Summe zur Zerlequng Z und den Stiitzstellen zy,.

07 :=max {Axy:k=1,...,n}  Feinheit von Z.

Satz 12.7 :  Approximation durch Riemannsche Summen

Sei f :[a,b] — C Regelfunktion. Dann findet man zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 wie
folgt:

Fir jede Zerlegung Z = {a = x5 < ... < x, = b} mit Feinheit < ¢
und jede Wahl von Stiitzstellen zy ist

‘fj fdr — kz: flz) Azy | <e.

Bem.:

Zy Folge von Zerlegungen mit Feinheit — 0

S, = Riemannsche Summe zu Z,, bei beliebiger Wahl von Stiitzstellen

— [, fdz = lim S,

Beweis:

a) feT(la,b])

Fall 1: f=c auf [a,}]
trivial, da f; fdx = > f(zk)Azy fir jede Zerlegung
k=1

Z mit Feinheit < § :=b — a.
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Fall 2:  f nicht konstant
m := # Sprungstellen von f

13
Am| £

Zu gegebenem & > 0 setze §:=

Sei Z={a=ax,<z1 <...<x,=">0} Zerlegung von [a,b] mit ¢, <¢

wéhle Stiitzstellen zj € [z—1, Tk]

= i f(Zk)'A%*ff fdo %
=1

i f(zk) - Az — [ fdl‘}

T —
P k—1

Sei ke {l,...,n} fixiert:
i) [zk—1,7x] enthélt keine Sprungstelle
= f = f(zx) auf [a,b], so dass f(zx)  Azxy = fofkk_1 fdx
ii) [rg—1,7x] enthdlt mindestens eine Sprungstelle: man schéitzt grob ab:
Tk
F(2) A —/ fae| < 27| Aay.
Tp—1

Da eine Sprungstelle hochstens zu zwei Intervallen [xy_1,x¢], [xx—1,2x] gehort (ndmlich
dann, wenn sie gemeinsamer Randpunkt ist), gibt es hochstens 2m Intervalle, fir die ii)
eintritt.

n b
= | f(zk)Axk—/ fde| < 2omo2 )6 <
k=1 @

nach Def. von 4.

b) feR([a,b]):

Wiéhle ¢ € T([a,b]) mit ||f—¢] < ﬁ

Nach a) gibt es 6 > 0 mit
n b
* ‘ Z o(zk)(xp — Tpe1) — / gadx‘ <e/3
k=1 a

fir alle Zerlegungen Z mit J, < 0 und beliebige Wahl von zj € [xg_1, k]
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Sei Z eine solche Zerlegung mit beliebiger Wahl z; von Stiitzstellen =—-
w b
| fa) - Aag - ) fdo| <

k=1

|2 pde = ) e | S fade — f) pdx| <

IF =l =) + | 3 fedo - X ¢ (2)Aw]
k=1 k=1
+ ‘ kzz o(zk) Az, — ff gadx‘

<2 f—elb—a) + ¢/3 < Ze+e/3 = <

Bem.: 1) Sei f:[a,b] - C Regelfunktion.
Z ={a=u,<...<x, = b} Zerlegung, z € [rr_1,xx] definiert eine Treppenfunktion ¢

durch
o(z) = f(zk) auf [xg—1,28), E=1,...,n.

Es gilt: f; pdr — ff fdxr  beid, —> 0, aber nicht unbedingt || — f|] — 0.

2)  Verallgemeinerung des Integralbegriffs: ~ Riemann-Integral

7Z = Zerlegung von [a,b], f:[a,b] — R beschrankt

Obersumme := Y. sup f-Ax, = O(2)

k=1 [zg_1,%k]

Untersumme := Y inf f-Az, = U(2)

k=1 [Tk—1,%k]

0(2) (U (Z )) monoton fallend (wachsend), wenn 0, kleiner wird

= lim O(Z) und lim U(Z) existieren.
Sz—0 6,—0

Sind die Grenzwerte gleich, so nennt man f auf [a, b] Riemann integrierbar
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Es gilt: ’ f Regelfunktion = f Riemann integrierbar‘

0,z=0
Dagegen ist  f(z) := ¢ R (]0,1]), aber Riemann integrierbar auf [0, 1].
sinl/x,z #0
Mit Hilfe des Riemann Integrals 148t sich “das Integral” auch fiir Funktionen mit gewissem
Oszillationsverhalten definieren. O

Beispiele: Integralbestimmung mit Riemannschen Summen

1) [0 a?de =7 (b>0)

wahle dquidistante Zerlegung x; := % b, k=0,...,n und setze zp =z}

Dann Y flzp)Azy = 3 (52 52 (Eo-"20)

k=1 k=1
K21 3 B 2

= 2 mn b= Xk
k=1 k=1

= g%n(n—i—l)(?n—i—l) — %
n n—oo

allgemeiner: meN, b >0 = f(f ™ dr = l;::
2) f; ldz =7 (0<a<b)
die Zerlegung von oben ist ungiinstig, besser:
Tp = (2)’“/” -a, k=0,...,n, zp:=TKp_1 —
n n o E=L n k—1 n n 1/n
k; flzr) Az, = 1;1 L ()5 a.((g)k/ —(5)*5 ) - k; ((2)1/ _1) - n.((g/ —1>

Es gilt ltii%l i ((2)t - 1) = lim 1. (e“n% - 1) = Inb/a nach L’Hospital,

also (“tzl/n” ): f: 2 — Inb/a
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Die Berechnung von Integralen via Riemannscher Summen ist nur in ganz einfachen Fallen
praktisch ausfithrbar. Allerdings kann man mit R-Summen Ungleichungen zwischen Integralen
beweisen:

Notation:  f: [a,b] = C Regelfunktion, p > 1. Dann heifit

1= ([ 1P as)”

die p-Norm von f.

Bemerkung: feR ([a,b]) = |f|P € R([a,]]).
Man hat
Holdersche Ungleichung:  f,g € R([a,b]), p,q > 1 mit % + % =1

b
= [, | -gldz < [Iflp llgllq

Im Spezialfall p =¢g =2 liest sich dies also:

[U1feglde < /[P fRde /)0 P de

(Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir Integrale)

Zum Beweis beachte die

Holde’sche Ungl. fiir Summen:

kg:l lax] - [oxl < <1:ZV:1 ‘ak‘pf/p (é\’: !bk\q)l/q

k=1

ak, by € C.

x sieht man so:

fir a,b>0 ist ln(%a%—%b)z lna—l—% Inb, da In konkav -

1
P
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also: ln(% a+ % b) > ln(al/P . bl/q) eﬁ;

xx  al/P p/1 < la—l—%b,

hS]

was sich auch aus der allg. Ungl. zwischen arith. und geom. Mittel ergibt.

x+ gilt auch fiir @ oder b = 0.
N N N

ok = > |z VP Ju|Ve < % > |zl + é > |wg| fiir beliebig zg,wy € C.
k=1 k=1 k=1

Ersetze zj,wy durch zk/z |ze], wk/2|wg| =

N N N

-t funl e < (30 fal) (3 )

k=1 k=1 k=1

Diese Ungleichung wendet man schliellich an auf z = |ag|P, w = |bg|9.

Seien nun f,g € R ([a,b]). Betrachte dquidistante Zerlegung Z,, von [a, b] mit Schrittweite

b_T“ =: A, und beliebigen Zwischenpunkten &, n€ N, k=1,...,n. Aus x folgt:
2 AEDN o€l An = (A= Ail- A7)
n 1/p n 1/q
(3 1rEran) ™ (S laEpie )
k=1 k=1
Das sind drei Riemannsche Summen, mit n — oo folgt die Behauptung. ([l

‘Wir notieren noch

Satz 12.8 : (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f:la,b] >R stetig, pe R ([a,b]) sei > 0.

Dann gibt es ein y € [a,b] mit

[P f@p (@), de = f(y) [p(x)dr.

Im Spezialfall p=1 hat man

b
/ f(z)de = [(y)(b—a).
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Beweis: Es gilt die Abschitzung (wegen p > 0)

minf-/abp (z)dz < /abf(x)p(x)d:v < maxf-/abmx)da:.

[a,b] [a,b]

Ist fabp (x)dz = 0, so folgt f;’f(ar)p (x)dz = 0, so dass y beliebig gewidhlt werden kann.
Andernfalls folgt

b b
/ p (@) f(z) do / / p(z)dz € [min f, max f],

und das Intervall rechts kommt nach dem ZWS als f-Bild vor. O

Wie wir gesehen haben, ist die Integralberechnung mit Riemannschen Summen miihsam. Zen-
trales Werkzeug ist

Satz 12.9 : Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Es sei f €R (la,b]). Man definiert F :[a,b] — C durch
x  F(x):= [T f(t)dt. Dann gilt:
(i) F ist Lipschitz auf [a,b]: |F(z)—F(y)| < |f|l-|x -yl

(ii)) F ist in allen x € (a,b) links- und rechtsseitig differenzierbar, in den
Randpunkten nur einseitig mit F(z) = f(z=L).

‘Ist fecC°(la,b)), sogilt FecC'a,b) mit F' = f.‘

Beweis: Die letzte Aussage folgt aus (ii)

(i) feR ([a,b]) = [ f(t)dt existiert fiir alle z € [a,b], d.-h. F ist geméB * wohldefiniert
mit

Fw - Fwl = | [roa - [Csoa] = | [ 0w < is-e-a

(i) Sei = <b. Zeige: Fi(x)= f(z+).

Sei h>0 mit z+h < b —

F(z + h) — F(x) S p () at,

S.0.

f(z+)-h = f;Hrh f(z+)dt (Integral der konst. Fkt.)
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= [§ (Fa+h) = F@) = fa] < 377 170 - s de

e>0 gegeben = 36 >0: |f(t)— f(z+)| <e firalle t € [z,2+)9)

Ubung: ¢ € R([a,b]), I C {Sprungstelle von ¢}

o(z+), €1 (oder p(z—))

N {cp(a?), z¢l

— g e R([a,b)) wd [Todt = [Podt

Alsoist  [*" ‘ F(t) — f(x+)’dt = [T W) dt,

x

() = o, t=ux
|f(t) = fla+)], e <t <z +h,

und 0<V¥(t) < ¢ fir h<éd =

[t (Fa+m -F@)) = fler)| < $f77edt = =

Korollar: Sei I ein offenes Intervall C R und f:I — C stetig.

Dann hat f eine Stammfunktion F:I — C, z.B.

x'—>/:f(t)dt

flir irgendeine Stelle x, € I.

Notation: unbestimmtes Integral zu f: I — C (stetig)

bekanntlich: Fy, F» Stammfkten zu f = Fy, = Fi+¢ mit c€C

;o € [, ]

21
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also: erhalte alle Stammfunktionen zu f durch Wahl einer bestimmten
und Addition einer beliebigen Konstanten ¢ € C

symbolisch : [ f(z)dz = {F+c: ceC}
T T
“das unbestimmte fixierte Stammfkt
Integral”

oftmals auch: [ f(z)de = F+¢, c€C

z.B.:
[a* - de = ﬁx““ + ¢ a#-1, >0
fe“ dx = €7 + c
[sinzdx = —cosz + c.

Da sich alle Stammfunktionen nur um Konstanten unterscheiden, folgt

Korollar  (zum Hauptsatz; Integralberechnung ):

Sei I C R ein Intervall, f : I — C stetigund F :I — C
eine Stammfunktion zu f. Dann gilt fiir alle a,b € I

b
/ fz)dz = F(b) - F(y) (= FI).

Man berechnet also Integrale ff f(z)dzx durch “Bestimmen” einer Stammfunktion zu F'.

[Warnung ! Das heifit nicht, dass man Stammfunktionen immer durch geschlossene Formeln
angeben kann.|

Bspl.: f;df = Inz|? = Inb/a ,0<a<b.



