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6. Übungsblatt

Aufgabe 1 (3+6+3=12P) Für p ∈ [1,∞) definieren wir den Vektorraum `p(R) aller
p-summierbaren reellen Zahlenfolgen als

`p :=
{
x = (xn)n∈N : xn ∈ R ∀n ∈ N und

∞∑
n=1

|xn|p <∞
}

zusammen mit der gliedweisen Addition bzw. skalaren Multiplikation von Folgen.

a) Zeigen Sie, dass durch ‖x‖p :=
(∑∞

n=1 |xn|p
)1/p

eine Norm auf `p gegeben ist.

b) Zeigen Sie, dass der normierte Raum
(
`p, ‖ · ‖p

)
für alle p ∈ [1,∞) vollständig ist.

c) Zeigen Sie, dass

X =
{
x ∈ `1 :

∞∑
n=1

xn = 0
}

ein abgeschlossener Unterraum von `1 und damit selbst ein Banachraum bzgl. ‖ · ‖1
ist.

Aufgabe 2 (4×2=8P) Seien K,L ⊂ Rn kompakt. Zeigen Sie, dass dann die folgen-
den Mengen ebenfalls kompakt sind:

a) K ∩ L,

b) K ∪ L,

c) K × L :=
{

(x, y) ∈ R2n; x ∈ K, y ∈ L
}

,

d) K + L :=
{
x + y; x ∈ K, y ∈ L

}
.

Bitte wenden!



Aufgabe 3 (3×4=12P) Untersuchen Sie die nachstehenden Teilmegen normierter
Räume auf Beschränktheit und Kompaktheit:

a) A :=
{
f ∈

(
C([0, 1],R), ‖ · ‖∞

)
:

1∫
0

|f(x)| dx ≤ 1
}

;

b) B :=
{
x ∈

(
`2, ‖ · ‖2

)
: xn <

1

n
∀n ∈ N

}
;

c) C :=
{
y ∈

(
R3, ‖ · ‖1

)
: y21 + y22 ≤ 1− |y3|

}
.

Aufgabe 4 (8P) Es sei k : [0, 1]× [0, 1]→ R eine Funktion mit den Eigenschaften

(i) k(x, ·)→ R ist für alle x ∈ [0, 1] eine Regelfunktion,

(ii) m := sup
x∈[0,1]

1∫
0

|k(x, y)| dy < 1.

Zeigen Sie, dass dann die Integralgleichung

f(x)−
1∫

0

k(x, y) · f(y) dy = g(x)

für jede Wahl von g ∈
(
C([0, 1],R), ‖·‖∞

)
eine eindeutige Lösung f ∈

(
C([0, 1],R), ‖·‖∞

)
besitzt. Zeigen Sie des Weiteren die Abschätzung

‖f‖∞ ≤
‖g‖∞
1−m

.

(Hinweis: Verwenden Sie den Banachschen Fixpunktsatz.)
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