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12. Übungsblatt

Aufgabe 1 (14P) Die auf dem halboffenen Intervall I = [a, b) (b ∈ R∪{∞}) definierte
Funktion f : I → R sei stetig. Zeigen Sie: f ist genau dann L1-summierbar auf I, wenn
das uneigentliche Riemann-Integral

lim
t↑b

∫ t

a

|f(x)| dx konvergiert.

In diesem Fall gilt ∫
I

f dL1 = lim
t↑b

∫ t

a

f(x) dx.

Aufgabe 2 (8P) Sei X eine Menge, λ ein Maß auf X und f : X → R eine λ-
summierbare Funktion. Zeigen Sie, dass es zu jedem ε > 0 eine beschränkte, λ-summierbare
Funktion g : X → R gibt mit ∫

|f − g| dλ < ε.

Aufgabe 3 (6P) Für n ∈ N und x ∈ [0, 3] sei fn(x) :=


√
n, wenn x ≤ 1

n
,

1√
x
, wenn x >

1

n
.

Zeigen Sie, dass die Folge fn punktweise L1-f.ü. gegen eine L1-summierbare Funktion
f : [0, 3]→ R konvergiert und bestimmen Sie∫

[0,3]

f dL1.

Aufgabe 4 (6+6=12P)

a) Wir betrachten Q = [1, 2]× [2, 3]× [0, 2] und f : Q→ R, f(x, y, z) =
2z

(x+ y)2
. Zeigen

Sie, dass die Funktion f auf Q L3-summierbar ist und berechnen Sie∫
Q

f dL3.

b) Bestimmen Sie das Lebesgue-Maß der Menge{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − 1 ≤ z ≤ 1− x2 − y2

}
⊂ R3.

Fertigen Sie zunächst eine Skizze an!
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