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4. Übungsblatt

Aufgabe 1 (8P) Durch die Gleichung f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) = 0 wird
implizit eine ebene Kurve

L :=
{

(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0
}

definiert. Bestimmen Sie alle Punkte (x, y) ∈ L, an denen man den Satz über implizite
Funktionen nicht anwenden kann.

Aufgabe 2 (3+4+5+8*=20P) Es seien R > r > 0 reelle Zahlen. Als Torus bezeich-
net man die Bildmenge T ⊂ R3 der Abbildung

τ : R2 → R3, (φ, θ) 7→
((
R + r cos θ

)
cosφ,

(
R + r cos θ

)
sinφ, r sin θ

)
.

a) Skizzieren Sie die Teilmengen τ
(
{0}×R

)
, τ
(
R×{0}

)
und τ

(
R×{π}

)
von T = τ(R2).

b) Zeigen Sie, dass das Differential von τ an allen Punkten von R2 vollen Rang hat.

c) Durch die Gleichung f(x, y, z) =
(
x2 + y2 + z2 +R2− r2

)2− 4R2(x2 + y2) = 0 wird
implizit eine Fläche S :=

{
(x, y, z) ∈ R3 : f(x, y, z) = 0

}
⊂ R3 definiert. Zeigen

Sie, dass man in jedem Punkt (x, y, z) ∈ S den Satz über implizite Funktionen
anwenden kann.

d)* (Zusatzaufgabe) Beweisen Sie: T = S.

Aufgabe 3 (10P) Es sei U ⊂ Rn+m =
{

(x1, ..., xn, y1, ..., ym) : xi, yj ∈ R
}

eine offene
Menge und f : U → Rn eine C1-funktion. Für einen Punkt (x0, y0) ∈ U sei die Matrix

A :=


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn

 ∈ Rn×n

der partiellen Ableitungen nach den ersten n Variablen invertierbar. Zeigen Sie, dass dann
das Bild f(U) eine offene Umgebung von f(x0, y0) enthält.

(Hinweis: Betrachten Sie die Funktion g : U → Rn+m, g(x, y) :=
(
f(x, y), y

)
.)

Aufgabe 4 (10P) Es sei S1 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} die Einheitskreislinie.
Zeigen Sie, dass die Menge

M := S1 × S1 ⊂ R4

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C∞ von R4 ist.
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