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5. Übungsblatt

Aufgabe 1 (4+4+3=11P)

a) Beweisen Sie, dass die n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten von Rn genau die
offenen Teilmengen von Rn sind.

b) Es sei Φ ∈ C1(Rn,Rn−k) mit rangDΦ(x) = n− k für alle x ∈ Rn. Wir betrachten die
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M :=

{
x ∈ Rn : Φ(x) = 0

}
. Zeigen Sie: Für

den Tangentialraum Tx0M in einem Punkt x0 ∈ M gilt Tx0M = kerDΦ(x0), und für
den Normalenraum gilt Nx0M = BildDΦ(x0)

T .

c) Zeigen Sie, dass M :=
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 6, 2y2 + z2 = 3
}

eine C∞-
Untermannigfaltigkeit von R3 ist. Bestimmen Sie den Tangentialraum TpM und den
Normalraum NpM an M im Punkt p = (2,−1, 1).

Aufgabe 2 (12P)

Es sei N eine k-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit von Rn und M eine l-dimensionale
C1-Untermannigfaltigkeit von Rm. Zeigen Sie, dass dann N×M eine (k+ l)-dimensionale
C1-Untermannigfaltigkeit von Rn+m ist, und dass für den Tangentialraum in einem Punkt
(p, q) ∈ N ×M gilt:

T(p,q)(N ×M) = TpN × TqM.

Aufgabe 3 (8P) Es sei E ⊂ R3 das Ellipsoid

E :=
{

(x, y, z) : x2 + 2y2 + 2z2 ≤ 1
}
.

Bestimmen Sie Minimum und Maximum der Funktion f : E → R, f(x, y, z) := x− y + z
auf E.

Aufgabe 4 (9P)

Es sei b : Rn → R die quadratische Form b(x) := xTAx mit einer symmetrischen Matrix
A ∈ Rn×n, und Sn−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1} die (n − 1)-dimensionale Einheitssphäre.
Zeigen Sie, dass max

{
f(x) : x ∈ Sn−1} und min

{
f(x) : x ∈ Sn−1} Eigenwerte von A

sind.
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