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8. Ubungsblatt

Aufgabe 1 (1+1+5+2+3=12P) Im Folgenden soll eine Menge V C R konstruiert
werden, die nicht £'-messbar ist. Man beachte, dass dazu das sog. Auswahlaziom® der
Mengenlehre benotigt wird.

a) Zeigen Sie, dass durch  ~y & z —y € Q eine Aquivalenzrelation auf R definiert
wird.

b) Begriinden Sie, dass jede Aquivalenzklasse in R/N einen Repréasentanten im Intervall
[0,1) besitzt. Nach dem Auswahlaviom existiert daher eine Menge V' C [0,1), die
genau einen Représentanten jeder Aquivalenzklasse enthélt.

c¢) Folgern Sie:
Ist V' £'-messbar, so muss Z L'V +q) = LY(R) = o gelten. (1)
q€Q
d) Wir betrachten nun die Menge M := U (V 4+ ¢q) C [0,2]. Folgern Sie:
q€[0,1)NQ
Ist V' £'-messbar, so muss Z LYV + q) < 2 gelten. (2)

q€[0,1)NQ

e) Erldutern Sie, weshalb (2) im Widerspruch zu (1) steht. Die Menge V' kann daher
nicht £'-messbar, und somit insbesondere nicht in der Borelschen o-Algebra von R
enthalten sein.

Aufgabe 2 (12P) Essei f: R — [0, 00) eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass durch

b .
pr(A) := inf {Z/ f(z)dx : <[aj, bj]) ist eine abzéahlbare Uberdeckung von A}
. jel

jer v a;

ein o-endliches Radon-Maf3 auf R gegeben ist.

Bitte wenden!

L«Sei (X;)icr eine Familie nichtleerer Mengen (mit nichtleerer Indexmenge I). Dann gibt es eine Familie
(2:)ier mit z; € X; fiir alle ¢ € I.” Die Notwendigkeit des Auswahlaxioms fiir die Existenz nicht
messbarer Mengen wurde in den 1960er Jahren vom amerikanischen Mathematiker Robert M. Solovay
(*1938) gezeigt.



Aufgabe 3 (5+6=11P) Fiir A C R definieren wir

oo sonst.

#A, wenn A endlich ist,
=

a) Zeigen Sie, dass durch ( ein reguldres Borel-Mafl auf R gegeben ist.

b) Bestimmen Sie alle Mengen B C R, fiir die (| B ein Radon-Ma$ ist.

Aufgabe 4 (5P) Esseien f,g: R" — R stetige Funktionen mit

LMz eR" : f(z)#g(x)} =0.

Zeigen Sie, dass dann bereits f(z) = g(x) fir alle z € R™ gilt.

Abgabe: Bis Mittwoch, den 20. Dezember 12:00 Uhr in den Briefkiisten in Geb. E 2.5.



