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Hohere Ableitungen, Satz von
Taylor, Extremwerte, Konvexitit

Hohere Ableitungen werden rekursiv definiert.

X,Y endlich dim. R- V.R. , U offen C X
Situation :
f: U —Y differenzierbar

Dann definiert  f’ eine Abbildung U — L (X,Y), die jedem z € U eine lineare Abbildung
X — Y zuordnet.

Definition 20.1 : (2% Ableitung)

a) Ist f' diff bar an einer Stelle a € U, so heifit (f') (a) die 2% Ableitung von
f in a.

b) f heifst auf U 2mal giffbar, wenn (f") (a) an jeder Stelle a € U existiert.

Schreibweise:  f" (a) oder f® (a) statt (f') (a) bzw. D>f (a)

Interpretation von f” (a):

Def
per:>e

Sei Z=L(X,Y) f"(a): X — Z linear, also f"(a) € L(X,Z) = L(X,L(X, Y))

D.h.: | fiir jeden Vektor v € X ist f”(a)(v) eine lineare Abbildung X — Y,

kann also nochmal auf einen Vektor w € X angewendet werden.

(f” (a)(v)) (w) ist dann ein Element von Y.

Man schreibt: ’ " (a) (v,w) und interpretiert f” (a) als Bilinearform X x X — Y
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Bemerkungen :

1) <f” (a)(v)) (w) ist offenbar linear in v und w.

2) Wir geben gleich Formeln fiir diesen Ausdruck an.

Rekursive Definition von k-maliger Differenzierbarkeit:
UcC X offen, Y R-V.R., dim X,dimY < oo wobei Yy := L(X,Y;_1), Yo:=Y.

(beachte: Yy ist fiir alle £ endlich dim. IR-Vektorraum)
setze nun:  fO) = (fED) U S Y,

Definition 20.2 :

CO(UY) = {f: U=Y]| f stetig},
CYU)Y) := {f: U—=Y]| f existiert und ist stetig },
CkU,Y) = {f: U=Y| f® existiert und ist stetig },
C*U,Y) = ) CFUY).

k=0

Man kann sich (mit Induktion!) iiberlegen:
| f®)(a) kann aufgefaBt werden als k-lineare Abbildung X x ...x X — Y.

Kehren wir zuriick zu f”(a): X x X — Y.

Wir hatten definiert ( #"(a) ist lin. Abb. X — L(X, Y))
f@)v,w) = (f"@)©) ) (w),

EL(X,)Y)

und es sieht so aus, als ob man die Reihenfolge von v, w beachten miifite. Dem ist nicht so!

Satz 20.1 :

Sei f: X DU =Y 2-mal (total !) diff 'bar in a € U. Dann gilt fir alle v,w € X:

f(@)@w) = du(@uf)(@) = 0(@uf)a) = f'(a)(w,v)]

(Das ist einerseits eine Formel zur Berechnung von f”(a) (v,w) mit Richtungsablei-
tungen, andererseits bekommt man Vertauschbarkeit der Reihenfolge)
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f"(a) ist also eine symmetrische Bilinearform.
[zur Erinnerung : 90, f(x) = ﬁd‘o flz+tu) = f(x)u]

Korollar :

Sei f k-mal diff’bar auf U. Dann ist f*) (a) : X x ... x X — Y k-linear und
symmetrisch. Es gilt:

FPa) (or, o) = By Oy (- (00 f) ) ().
k-fach iteriert:RiChtungsabl.

Bemerkungen :

1)

3)

Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen im Euklidischen Fall
Seien X =R", Y = R™. Dann wissen wir:
Existenz nur von 0;(0; f) auf U fiir alle ¢, =5 0;(0;f) = 0;(0;f) (vgl. Analysis II)

Satz 20.1 zeigt dagegen:

P () existiert = 8;(8;f) (z) = 8;(8;f)(x) Vi, j

Wenn also in z die (totale) ate Ableitung existiert, so kann man bei allen gten partiellen
Ableitungen die Reihenfolge beliebig d&ndern.

| Dasselbe gilt sinngeméfifiir k-mal diff’bare Funktionen und k-fache partielle Ableitungen.

Wie berechnet man f” (x) im Euklidischen Fall ?

Sei X =R", Y =R (f R™wertig : analog!).
Nach unserer Interpretation ist f”(a) eine Bilinarform auf R" x R",
{e1,...,en} = kanonische Basis;

n n
v,w€eR" = v = Vi€, W = Y, Wk ek
i=1 k=1

Damit: f(a)(v,w) = i:lvi wy, 0;(O f) (a)

Also:  f”(a) entspricht der symmetrischem Matrix

(5 (@)
= a
1<i,k<n Ox; 0xy, 1<i,k<n

(0:001) (@)

, der sogenannten Hesse-Matrix.

Fiir f*)(a), k> 2, bildet man eine entsprechende ” Multimatrix”.

Kriterien fiir die Existenz von f*) (a): s. Satz 20.2
(in Termen k' partieller Ableitungen)
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Beweis von 20.1 :

f:U—=Y sei omal  4iff'bar in a, d.h. (Def. von f"(a))

(1) hm ol | | f'(a+v)—f'(a)— f"(a)(v)] = 0, wobei f’(a): X — L(X,Y) linear.

EL(X,Y)!
Setze R, : Nullumgebung in X — L(X,Y),

0, v=0
Ra0) = { 1 (s ) ) e, 020

GemiB (1) ist R, stetig in 0, und wir kénnen schreiben
(@) fla+v) = fa) = f'(a)v = [v|R(v)
Seien jetzt u,v € X beliebig. Fiir ¢ # 0 ist
H@oun(a+t) - @0uh(@)}
Pl Hra+ @ - @]

(2) mit tv statt o

i H ltol Ra(to)(u) + (@) (t0) (u)

Linearitét von f”(a)(...)(u)

0] - Ra(tv)(u) + f"(a)(v) (u).

Also existiert hr% {(8 fa+tv) —( uf)(a)}, mit Wert f”(a)(v)(u).

Es folgt nach Def. der Richtungsableitung

(3)  0u(Ouf)(a) = f"(a)(v)(u)

und analog

(4)  9u(0uf)(a) = f"(a)(u)(v).
Zum Beweis der Symmetrie argumentieren wir heuristisch:
o@0uN@)  ~  HOu) ) - 0u)(a)}
{%[ f(a+ tv+ su) f(a—i—tv)] - f[f(a—i- su) — f(a)”

= =

~
~

setze s=t

. {f(a—i—su—i—sv) — fla+ su) —f(a+sv)+f(a)}

1
2
=: S% - By(su, sv)

B,(4,0) == fa+a+70) — fla+a)— fla+9)+ f(a )‘
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Der Ausdruck B, (1, 0) ist symmetrisch in @ und 0, so dass f”(a)(u)(v) = f"(a)(v)(u)
und damit alles streng bewiesen ist wenn wir

(5) li_r>r(1) % Ba(su, sv) = f"(a)(v)(u) zeigen kénnen.
zu (5) :

O.E. f R-wertig (sonst wihle Basis in Y und betrachte die Komponenten von f).
Seien u,v € X, § > 0 sei so klein, dass fiir 0 < s < ¢ : a+su, a+sv, a+s(u+tv) € U.
Sei ein s € (0,4) fixiert, @ := su, ¥ := sv.

Setze F(t):= f(a+tu+0)— f(a+ta) fir 0 <t < 1.

= F'(t)= f(a+tu+0)(a) — f'(a+ ta)(a)
MWS F(1) — F(0) = Ba(su, sv) = F'(9) fiir ein 0 < 9 < 1
Also:
By (su, sv) = fla+du+0)(a) — f(a+ du)(a)
- f'(a+ 9@+ 0)(@) ~ f(a)(@) ~ (f'(a+9a) (@) - f'(a)(@))
@ |04 + 3] - Ra(910 + 8)(@) + f"(a) (9@ + ) (1)
— (193 - Ro(03)(@) + " (a)(9)(@))
= (@) (0) (@) + [9a + 9| Ra(90 + 0)(a) — |[Pa| Re(Ia) (i)
Bilinearité‘jt vonf” (a)

1

- 2{ £(@)(0) (W) + 19+ o] Ra(9+0)(u) — [9u] Ra(03)(w) }

— & Ba(su,sv) = f"(a)(v)(u) + [Ju + v| Re(V+ 0)(u) — [u| Re(Va)(u)

und man erhéilt hﬁ)l 572B,(su, sv) = f"(a)(v)(u)
S

gemésf 11u11>r%) R,(w) =0.
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Satz 20.2 : (Kriterium fiir k-fache stetige Diff’barkeit)

Sei U C R"™ offen und f: U — R"™. Dann gilt:
feCHUR™) (dh fO ..., ) ezistieren auf U und sind stetig)
)

fiir jeden Multiinder o € Nij, |a| < k, existieren die partiellen Ableitungen

ai a? Qn
71 = g (g (- (e 1))

und sind stetig auf U (a =(a1,...,an), o =01+ ...+ an>

Beweis :  (Induktion iiber k)

Satz 18.4 ergibt den Induktionsanfang fiir k = 1.

Beispiel :
Polynome und rationale Funktionen R™ — R sind auf ihrem Definitionsbereich
unendlich oft differenzierbar.

Als Anwendung des Konzepts der hoheren Ableitung diskutieren wir nun

Taylor Formel fiir reellwertige Funktionen.

Satz 20.3 :  (wird in der Extremwertdiskussion eingesetzt, s.u.)

Sei U offen in R"™ und f € C**Y(U,R) fiir ein £ > 1. Seiv € R™ mit a +tv € U fiir
alle 0 <t <1, a €U fizierter Punkt.

Dann gilt: fla+v)= XZ: %f(k)(a) (V.. v) +Ra (V)
k fach

mit dem Restglied | Ry /(v) = 2 f“D(a +9v) (v,...,v)
: ——
41 fach

an einer geeigneten Zwischenstelle ¥ € (0,1).
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Bemerkungen :

1) f®)(b), b e U ist eine k-lineare Abbildung R™ x ... x R® = R; f®(b)(w,...,w) heift,
k-mal den selben Vektor w in diese Form einzutrage]?.
(Erinnerung : f®)(b) = 0y (dy . .. (B f) ...)(b) = %’“Io f(b+tw)

2) Es gilt folgende Integraldarstellung des Restglieds:

1
Ra(v) = % / (1—t)" Y (@ + to)(v,...,v) dt
- Jo
3) feC>®{U) = die formale Taylorreihe ) %f(k)(a)(ac —a,...,x—a),r €U
k=0

mit Entwicklungsmitte a ist bildbar

4)  fheifit reell analytisch auf U :<= jeder Punkt a € U hat eine Umgebung, auf der die
formale Taylorreihe gegen f konvergiert

Beweis von Satz 20.3 :

Benutze die Taylorformel fiir F(t) := f(a +tv), 0 <t <1 = F(1) = .... Die
Integraldarstellung 2) folgt aus der Darstellung des Restglieds von F'.

Lokale Extrema :

Definition 20.3 :

Sei U C R"™ offen und f : U — R

a) Ist f auf U differenzierbar, so heifit a € U kritischer Punkt von f,
wenn f'(a) =0 ist, also Vf(a) =0 (da f'(a)v = (Vf(a),v))
b) a € U heifit lokales Maximum (Minimum) von f
<~
dr>0: f(x) < (>)f(a) firale z € By(a)
(“strikt” , wenn < (>) fir x € By(a)—{a})

Satz 20.4 :

Sei f: U — R differenzierbar und a € U lokales Max. (Min.).
Dann ist a kritischer Punkt.

allgemeiner:

a lokaler Extremwert
= Oyf(a) =0 fiir jede Richtung v, fir die 0,f(a) existiert.
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Bemerkung :

Vf(a)=0 ?é a lokaler Extremwert (ist ja schon falsch fiir n = 1, x + 23)

Beweis von Satz 20.4 :

Sei a lokales Max —>
fla+tv) < f(a) V |t| klein genug

Also: 1 (f(a—l—tv)—f(a)){ ig’ iig —  9,f(a) =0.

Ist f diff’bar in a, so folgt 9, f(a) =0 fiir alle v, d.h. f’(a) =0.

Beispiel :
f(x,y) =23 +y> - 3zy auf U =R? f ist beliebig oft diff 'bar:
Kritische Punkte : g—i (z,y) = 322 -3y <0

o (wy) = 3> =3z = 0

= (0,0),(1,1) als Losungen.

in (0,0) liegt kein lokaler Extremwert vor:

esist  f(x,0)=2% >0firz >0
<0firz<0

d.h. f nimmt in jeder Umgebung von (0,0) sowohl positive als auch negative Werte
an.

f hat keine absoluten Extremwerte:

f(n,0) = nd — 00,
bei n — oo
f(=n,0) = —n? — -0

Was passiert in (1,1)7

Um dies zu entscheiden, formulieren wir Kriterien mit der gten Ableitung.
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Einschub aus der Algebra :

X =R - V.R. endlicher Dimension,
B:X x X - R symmetrische Bilinearform (B(u, v) = B(v, u))
Q(v) := B(v,v) zugehorige quadratische Form.
Es gilt:
Q positiv (negativ) definit <= Q(v,v) >0(<0) Yv#0
...... (...) semidefinit <= Qv,v) >0,Qw,w) <0 Yo
Q indefinit <= Jo,w#0 mit Qv,v) >0,Q(w,w) <0

(man sagt auch: B ist ... definit und meint das zugehorige Q)

Sei X = R", A eine symmetrische (n x n) - Matrix, d.h. (v, Aw) = (Av,w)¥ v,w € R"

Bilinear form(symm.!
) ( )

bilde B(v,w) := (v, Aw Q(v) = (v, Av)

Wie entscheidet man, ob dieses @) definit ist?

Betrachte dazu:

A symmetrisch = 3 Orthonormalbasis vy, ..., v, aus Figenvektoren
(also:  Av;=XNwv; mit \;eR, i=1,...,n)

n n n
schreibe nun ~ w € R™ als w= Y au; = Q(w) = (w, Aw) = Y ojaj(vi, Avj) = 3 i Ni,
i=1 ij=1 i=1

und damit kann man sich sehr leicht iiberlegen, dass gilt:
Q@ positiv (negativ) definit <= alle EW von A positiv (negativ)
K semidefinit <= ...... >0(<0)

Q indefinit <~ J EW >0 und <0

—  Wie schldgt man die Briicke zu lokalen Extremwerten?
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Sei f:U — R, U offen C R", von der Klasse C?, a ein Punkt aus U. Dann gilt:

" & L 0% _ 92 f
P = 3 vy o @ = (v (s @), )
+ A

mit symmetrischer Matriz A (Hesse-Matrix).

Nach Taylor ist:
flatv) = fla) + (Vf(a)v) + 5 [P (a+v)(v,0)
= f(a) + (Vf(a),v) + 5 [P (a)(v,v)
+1 (1P @+90) (v,0) = f@ (@) (v,0))  mit 9 € (0,1).
GemiiB Vorraussetzung ist f?) : U — L(R™ L(R"R)) stetig, woraus unschwer folgt (—

Ubung!)

(1) Jim o sup [fO(@)(w,w) ~ /O (@) (w,w)| = 0

Tr—a |w|:1
Sei nun a kritischer Punkt (Vf(a) = 0) und f®)(a) positiv definit. Dann folgt

(2) min f@(a)(w,w) =:c, > 0.

fw|=1

(wegen der Stetigkeit von w — f)(a)(w,w) und der Kompaktheit von {w € R" : |w| = 1} )
Fiir v # 0 folgt nach (2)

rP(@)(,0) + 3 (FOa+00)(0,0) = FO(a)(v,0))

D=

flatv) = fla) =

Y

2 2 sup [ £O(a+ du)(w,w) — O(a)(w,w)|.

lw|=1

TP e — 30

Wéhlt man |v| < 0 mit passendem J, so kann man gemés (1)

< g
sup |...| < = ¢o
w|=1 2
erreichen, also
1 2
flatv)=fla) < 7 co o7 Vvl <o

f hat also in a ein strenges lokales Minimum. =—
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Satz 20.5 :

Sei f € C?*(U,R), UCR"™ und a kritischer Punkt von f. Dann gilt:

i) f7 (a) positiv definit = a ist striktes lokales Min.

it) f7 (a) negativ definit — 7 Max.
iti) f7 (a) indefinit = a ist keine lokale Eztremstelle
Beweis :

(i), (i) v/
(i)  f”(a) indefinit = 3 Vektoren wuo,v, mit Linge 1 und
FP(@)(uoyue) < 0 < f®)(a)(vs,v0)

Daraus folgt fiir |¢| # 0 klein (diskutiere ¢t — f (a+tuo), f(a+tv,) als Fkt. R — R)
fla+tus) — fla) <0< fla+tv) = f(a),

also kein Extremwert in a.

Bemerkung :

Die Kriterien sind nur hinreichend! f: ¢+~ t* hat absolutes Min. in 0, f”(0) = 0.

Korollar :

Sei f e C? (U,R). Dann gilt:

a lokales Max. (Min.) = f”(a) negativ (positiv) semidefinit

Beweis :

Sei a Max.  f”(a) nicht negativ semidefinit

= J o, |ve] = 1 mit f"(a)(ve,v5) < 0

= t— fla+tv,) = @(t) erfiillt ¢'(0) = 0 und ¢"(0) = f"(a)(vo,vs) > 0
= f(a) < f(a+tv,) fiir [t| # 0 klein genug, Wspr.!
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Beispiel :

f(z,y) = 2*+y®—3zyin (1,1)

6

Pf Pf *F _ 5 £ 1) = (_3

a2 = % auoy

Zeige (— Ubung):

Eine symmetrische 2 x 2 Matrix ( Z I; ) ist

positiv definit < a>0 unddet >0
negativ definit < a<0 unddet>0
indefinit — det <0

hier: a=6>0, det =27 >0 = (1,1) lok. Min.

Bemerkung :

Die Matrix (8:??8];]- (a)) Leijen heit Hesse-Matrix von f bei a.

Kriterien fiir Konvexitét:

Erinnerung :

U C R™ konvex; f:U — R konvexe Funktion <=
flta+ (=t y) < tf@+0-0f@y) Yayel 0t<1

(streng konvex, konkav ...)

Satz 20.6 :

Sei U CR"™ konver und offen, f:U — R diff bar. Dann gilt:

14

"

Graph davon ist Ebene in Rt durch (xo, f(x.))”Stiitzebene”
(i)  f konvex — f(x) > flzo) + (Vf(zo), x — x0) fiir alle z, ©o € U

(ii) f streng konver <= > analog fiir alle © # o

(iii) konkav (streng) analog
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Beweis : nur (i)
=" Sei f konvex.
Mit v:i=2 — o, t € (0,1) ist f(zo +tv) < t f(ao+v) + (1—1) f(zo)

—

=

(flae+t0) = f(@e) < flaatv) = flao)
wnd it £10:  (Vf(ze)v) < f(z) — fla)
=" Wir wissen jetzt:  f(y+w) > f(y)+(Vf(y),w) VyeU y+wel.

Seien 1 # x2 aus U, t € (0,1)

setze zo:=t-x1 + (1 —1t) x9, v:i=121 — 26
dann:  f(zo+v) > f(xo) + <Vf(xo), v> =

(1) fla) 2 f(ter+ Q-0 w2) + (Vo))

analog:  f(ws) = f(70 + [—150]) = flwo) = 1 (V@) v) =
@) fla) = f(ter + 1= a2) = 15 (VH), v)

Nun multipliziere (1) mit ¢, (2) mit (1 —¢) und addiere die Resultate.

Fiir C?-Funktionen lia8t sich Konvexitit, etc., einfach priifen.

Satz 20.7 :

Sei U C R™ offen und konvez, |f € C? (U)

(i) f konwer < f@)(z) positiv semidefinit fiir alle x
(ii) f@ positiv definit auf U = f streng konvex
(iii) “konkav”

(iv) “konkav”
Bemerkung :

Umkehrung in (ii)  falsch bereits fiir n = 1: t — t%, t € R, ist streng konvex.
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Beweis : nur (i)

="
Wihle z, # x aus U T o excstiert 0 € (0,1), so dass gilt:
f(x) = f(xo) + <Vf(mo), T — xo> + % i (xo +I(x — :po)) (r — zo,x — o)
nach Vor. ist f”(...)(x — 2o, z —25) > 0
also f(z) > f(xo) + <Vf(mo), x — a:o>; nun benutze 20.6 .
“=": (indirekt)
f@ nicht positiv semidefinit auf U
= Jz, €U und v € R", |v| =1, mit

72 (@2)(v,0) < 0.
Da £ auf U stetig ist, gibt es Bs(z,) C U mit
fP)(w,0) <0 VyeBs(o). (%)

Wihle t € R\ {0} mit |t -v| < §

Tayl.
und setze w 1= tv, x := 2, +w € By(zo) pabg

EBS(%)

1
f@) = flao) + (Vi) w)+ / 91 (oot sw)(w, w) ds
0

1
= (o) + (Vo). w) + 12 / (1= )/ (o + sw)(0, v) ds
0

< flwe) +(Vf(xo), w).

Da f konvex ist, widerspricht dies 20.6 1i).

—  Ubungen: weitere Beispiele!



