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Umbkehrsatz, Implizite Funktionen

Problem :

Sei f: X DU — X gegeben,a € U.
Wie entscheidet man, ob f lokal bei a invertierbar ist?
Damit ist gemeint:

Wann existiert Bs(a) C U mit der Eigenschaft, dass f diese Kugel bijektiv
auf eine offene Umgebung V von f(a) in X abbildet?

-1
Im Falle einer positiven Antwort ist ( fl Bs(a)) : V — Bs(a) definiert, und man
kann weiter fragen:

A
T~

P
L

Ist (f|35(a)) ™ auf V difbar ? ( 2.B. fir f € C\(U, X)) ?

Wir wissen dann ( ( f| Ba(a,)'l)' ( f(a)) = f'(a)"L.

Erinnerung : “reeller Fall”

(*) I CRoffenes Intervall, a € I, f € C(I,R) mit f'(a) #0 (O.E. f'(a) > 0)
=> 36>0: f'>0auf (a4, a+4d), also f streng wachsend auf (a — 6, a + §).
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nach Satz 9.4 ist die Umkehrfunktion von f l(a—s, a+s) dann stetig, und Satz 11.6
ergibt die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion.

Im reellen Fall haben wir also eine vollstindige Antwort auf unser Problem, und
der néchste Satz zeigt, dass man im Allgemeinen die selben Resultate erzielen kann,
wenn man die Voraussetzungen () sinngem38 interpretiert, statt f'(a) # 0 wird man
verlangen

det f'(a) #0,

denn es lassen sich ja bekanntlich nur regulire lineare Abb. invertieren.

Satz 21.1 : Umkehrsatz

Seien X, Y R-Vektorrdume mit dim < oo, U sei offen in X und f € C‘(U, Y) fiir
ein £2> 1. Seia € U und die lineare Abbildung f'(a) : X — Y sei bijektiv. Dann
bildet f eine offene Umgebung Q von a in U homeomorph auf eine offene
Umgebung V von f(a) in Y ab, und die Umkehrbildung g : V — Q gehért zur
Klasse C4(V, Q) mit

9@ =f =) flz)=y, z€q.

Bemerkungen :

1) f'(a) : X =Y bijektiv heifit: dimX = dimY '
2) wichtiger Spezialfal: X =Y = R"®

dann lautet die Voraussetzung an f'(a) folgendermaSen:

det (ggg(a)) £0

Der "Beweis des Satzes benutzt zwei Hilfssétze, die wir fiir den Euklidischen Fall formulieren.
Die Ubertragung auf beliebige V.R. ist trivial.

Lemma 1:

Sei U C R" offen, f € C'(U,R™), a € U. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
mit Bs(a) C U und

| (z) - f(y)l < (|| '@l +€) lo—y| + (lokale Lipschitz Bedingung bei a)

fir alle z, y € Bs(a). (|-| = Eukl Norm, |- || = Operatornorm)
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Beweis :

f! ist stetig =>zue >0 3 §>0 mit ”f’(a:)—f’(a)” <efirz € Bs(a) C U.

Seien z, y € Bs(a) = (“Hauptsatztrick”)
1
1) - 1@)| = | / 4 f(a+tlw—=)a

1
= | [£(e+tv-2)w- o)
0

1

IA

(z+t(y—a:))|| dt- |y - gl
0

IA

|#@| -ty —al +

£'(@)| di-ly~al

<e da x+t(y—z)EB,5(a)

Lemma 2 :

Die Voraussetzungen von Lemma 1 seien erfiillt mit , €8 gelte noch
det f'(a) # 0. Dann folgt: Zu jedem £ > 0 gibt es ein & > 0, so dass

. . 1
[#@ = 10| > (@= eV~ ol V¥ oy € Byla) mit &= e

Bemerkung :

f'(a) ist invertierbar, also 1 / lf'(a)~}| definiert.

Beweis :

Sei g(z) = f(z) — f'(a)(z) = ¢'(a) =
benutze Lemma 1 fiir g:

ly(z) - g(y)| <elz—y|, 7, y € Bs(y)

also :
f@ - 1) = f@)-1)+ (s -9))
= |f@) - f)| 2

f@e-y)|-eco-yl )
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nun beachte :
e=4l = |f@ (f@@E-v)
< |lr@| - |f@e -y
= |[f@@-a)| > a-lz-y

=> Beh. mit (+)

Beweis von Satz 21.1 :

O.E. X =Y =R" a€U mit det f'(a) #0
1. Schritt : fnjektivitéi.t von f auf Umgebung von a”

definiere wie in Lemma 2: o := W{ﬁ:r” und wihle
setze = By(a) = |f(@1) - f(@2)| 2 T |o1 ~ 2, an,z0€0,
d.h.  flo ist injektiv.

2. Schritt : zeige V := f(Q) ist offen

wéhle dazu y; := f(z1) € V, z; € , und betrachte eine Kugel Bs(z;) um z; mit
Bal (:I:l) c

Bs, (z1) =

setze §) := By, (z1)
= f(0€1) kompakt und y; ¢ F(8;) wegen der Injektivitdt von f.
= o:= dist (y1, f(09;) >0
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f(6%h)

Behauptung : Es existiert eine Kugel um y; in V' ()
Wir zeigen: B,+(y1) C V = f(R) mit ¢* := Lo (genauer: B,-(y;) C f(1))
(*) heiftt:  zu y € B,+(y1) findet man z2 € Q mit f(z,) =y
Fiir y € By+(y1) und z € 0%; ist
: * * g
[v=1@| 2~y il +]1(@) -] > dist (1), 1) ~ 0" =0 0" = .

Wir definieren die Hilfsfunktion (bei festem y € By (y1))
2 —_—
¥a) = |f(@) - 4|, .

Es gilt :
2
¥ e CY{2) NCOy), T > % auf 8Q;, ¥ besitzt ein Minimum;

geméif (beachte die Wahl von y !)

2 : 2 EB,*( 2
U(z,) = lf(ﬂfl) ‘yl = |y1 —y, Y < v (c*)? = % < Werte von ¥ auf 99,

kann dieses Minimum nicht auf 89 liegen, es gibt einen inneren Punkt z2 € Q) in

dem ¥ minimal wird, d.h.
V(@) =0 < f'(z2)(y - f(z2)) =0 |

Laut Vor. ist det f'(a) # 0; f € C" garantiert det f'(z) # 0 fiir x nahe bei a, d.h.
wir kénnen O.E. det f' # 0 auf  annehmen. Speziell ist dann f '(z2) reguldr und
aus f'(z2)(y — f(z2)) = 0 folgt y = f(z2), womit (*) bewiesen ist.

-1
3. Schritt : g:=— (f]Q) Vo Qist Cf
Sei yo = f(z,) ein Punkt aus V, z, € Q. Da f in z, diff’bar ist, gibt es zu e > 0
eine Umgebung B,(z,) von z, mit

1
|z — zo|

E-a

S TICARY

|#(2) = £(20) = £'(@o) (@ ~ z2) ¢}

21
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fiir ¢ € By (x.), wobei wir Q = Bs(a) wie schon vorher so klein machen, dass

['(z,) invertierbar ist. Es gilt wie friiher:

1
a:

@)
Natiirlich ist auch f(B,(a:o)) offen (Begriindung wie im 2688 Schritt), also gibt es

eine Kugel Br(y,) C f (B,(a:o)).
Nach Schritt 1 gilt :

a
f(w)—\y>| > Slo-g| V2€B(w). (2
=1(ze)

Andererseits ist fiir y = /() € Ba(y) (= z € By(z.))
9) — 9(yo) — f'(zo) "My — yo)
= 2-0— f/(z)7 (£(2) - (o))
= ~/'(e) M {f@) - f(@e) - £z ~ 2)}

= l9(y) — 9(¥0) = f' (o) (y — vo)]
< ()7 - £ (=) = (o) = F(zo)(z — 20|
%) 1e-alz—go
S 1i@) -l
= £-|ly—yo.

Also ist g diff’bar in y, mit ¢'(y.) = f'(z.) " .
Alle weiteren Aussagen ergeben sich nun aus der Formel

-1
g = (f "o g)
unter Beachtung der folgenden Tatsachen :
1) f' und g sind stetig = f’ o g ist stetig
2) Die Menge {A € L(R",R") : det A # 0} =: R ist offen in L(R", R")
und die Inversion

I(4) :== A1

ist stetige Abbildung R — R.
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Wegen g’ = I o f' o g folgt Stetigkeit von ¢/, also g € C1(V, Q). Ist f € C?, so ist
f'o f € C'; die Abbildung I ist C*® (da I(a) = rat. Funktion in den Koeff. von A),
also ist ¢’ € C! (nach Formel), d.h. g € C%(V, ). Weiter schlieBt man induktiv.

O
Korollar : (Satz von der offenen Abbildung)
Sei U C R™ offen und f : U — R™ von der Klasse C'. f/(z) sei fiir alle Punkte
z € U invertierbar. Dann ist f eine offene Abbildung, d.h. fiir offene Mengen A C U
ist f(A) offen. Ist f zudem injektiv, so ist die Umkehrfunktion f~! : f(U) — U stetig
differnzierbar.
Beweis :
Sei U’ C U offen, y, € f(U’), also yo = f(z.) fiir ein z, € U’. Man wende den Satz
anauf f: U' — R", f:= fly-
Nach dem 2€™ Beweisschritt gibt es eine Kugel B,(z,) die in U’ enthalten ist,
so dass f(By(z.)) eine offene Menge ist.
Also ist f (B,(:vo)) offene Umgebung von y, in f(U’), also f(U’) offen.
Die 2%¢ Aussage ist klar.
O

Definition 21.1 :

Sei U C R™ offen.

a) f:U—R"™ heifit reguléir, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
i) f € CY(U,R")
i) [ injektiv
i) det f'(z) #0 st fiir alle z € U.
b) Sei V C R" offen. f: U — R™ heifit ein Diffeomorphismus von U auf V,
wenn f reguldr ist mit Bild f = V.
(Diffeom. der Klasse C* <= f Diffeom. und feCk)
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Bemerkungen :

1) f reguldr sop f(U) offen, also f Diffeomorphismus von U auf f(U).
2) f reguliir Satz 21.1
3) wir haben gesehen:
f € CHU,R"), det f'(z) #0firallez € U =
{ Jeder Punkt z hat eine Umgebung, auf der f injektiv ist (“lokale Injektivitit”),
Das reicht natiirlich nicht, um auf Injektivitdt zu schlieBen ! (d.h. f mu8 nicht reguldr sein !

£~ ! regulir.

Beispiel : .
f(z,y) = €® (cos y,siny), (z,y) € R?

(Bild f =7)

e®cosy —e®siny
fl(z,y) = = detf'(z,y) =e*®* >0 iiberall
e®siny e®cosy

Dagegen ist f(z,y + 27) = f(z,y), also f nicht (global) injektiv.

— Ubungen: weitere Beispiele!
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Implizite Funktionen

ist ein Stichwort, das eine Methode zur Lésung nichtlinearer Gleichungen beschreibt.
(genauer: Methode zur Beschreibung der Lésungsmenge)

Situation :

U CR" offen f : U = R™ mit m < n; sei o € U mit f(z.) = yo € R™.
Die Gleichung hat i.a. nicht nur die Losung ..

Frage :

Wie sieht die Losungsmenge {z € U : f(z) = yo} aus ?

Beispiele :

i) f:R? > R linear, f(z,y):=az+by, a,beR,
Ny = {(a:, y) €R?: f(z,y) = 0} ? (Nullstellenmenge von f)

Fall1: f=0 —> N;=R?

Fall2: f#0 = N;=Kern f hat dim1l
SeiO.E. b#0:(z,y) E Ny <= y=—-% ¢z
D.h.: Ny ist Graph vonz— -3
M.a.W.:
Wir haben die Gleichung f(z,y) =0 “nach y aufgel8st”, d.h. y = y(z) als Funktion

von = geschrieben, was unter der Voraussetzung % = b # 0 moglich ist.

ii) f:R2 =R, f(z,y) ;=22 +y°
Struktur von {(a:; y) €R?: f(z,y) = 1} ?
Es handelt sich um 1 - Kreislinie um (0,0). Offenbar:

f y

f(z,y) =1 =
s
$ Z
1
z=x+/1-9y% bzw. y==£V1-2? [(1,0)

>~
N
I
X
BN

T

Der Punkt (1,0) gehort zur Menge. In der Nahe von (1,0) kann man nicht nach y auflosen,
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also die Niveaumenge als Graph von y = y(z) schreiben, da zu z < 1 stets zwei y-Werte
gehoren. Man sieht allerdings unschwer, dass der schraffierte Bereich gegeben ist durch

(Vi) svsi).

Wir haben hier also noch die Méglichkeit, lokal bei (1,0) = als Funktion von y zu schreiben,
d. h. die Niveaulinie ist bis auf Drehung wieder Graph einer Funktion.

Beobachtung: §£ (1,0) =2, & (1,0)0=0

die Ableitung nach z ist bei (1,0) von 0 verschieden, und man hat bei (1,0) die eindeutige
Darstellung (z(y), y) fiir Punkte auf der Niveaulinie.

(Vermutung: §f # 0~ s =2(y); L #0~ y=y(z))

Satz 21.2 : (Satz iiber implizite Funktionen)

Seien ,U offen im R™ und f : U = R™ von der Klasse C'. z, sei aus U
mit f(z.) =0, und f'(z.) € L(R™,R™) habe mazimalen Rand m.

O.E. seien die letzten m Spaltenvektoren von

[(Oft...... Onmiifl eenn. Gfl |\ )
fle)=| ' ' b m
\ Of™...... Op-mi1f™ ... owf™ | | ]
e p g ’

d.h.: die Ableitungen von f nach den letzten m Variablen sind linear unabhdngig.
Somit gilt: det 0 # 0.

Sei k :==n—m, und fir z € R" sei £ := (1,...,Tpn-m) = (21,...,2%). Dann gibt es
eine offene Umgebung V von z, in U, eine offene Umgebung D von &, in R¥, sowie
¢ € C(D,R™) mit '

(1) det(35) .., #0auf V

k+1<5<n

und

(2) {xEV: f(z)=0} = graph(p) = {(:i:,cp(:%))::i:eD} .
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]Rm
{z: f(=) =0}

s ) szmn—m

Die Nullstellenmenge von f ist lokal bei z, als Graph tiber D C RF geschrieben: fiir £ € Nullstel-
lenmenge nahe z, gilt

Tn-m+1 = Tp—m+l (121, cee ’xn—-m)

xn = zn ($1, ceey zn_m)

Bemerkung :

ausfiihrliche Diskussion in Spezialfillen nach dem folgenden Beweis

Beweis von Satz 21.2 :

Bedingung (1) gilt fiir z, Ao Umg. U’ C U von z, mit (1) auf U’ ;

sei fir z € U’

Fi(z) := {

Tt , 1<i<k=n-m .
. ,it=1...,n,
fi¥z) , k+1<i<n

Also: F:U' — R, F(z) = (z1,...,28 f1@),..., /(@) = (2, /(@)
= FeCY(U',R") mit

(1 .. 0 0 ... 0\
&
0 ... 1 0 ... 0 )
Fl(z) =
Oft ... GBSl Gif' ... Buf! )
?m
\ BLf™ ... Bf™ Bprf™ ... a,,fm) )

- 7 — 7
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Lagrange’scher Entwicklungssatz (“Kastchensatz”)

Ops1ft ... Bufl

=>det F'(z) = 1-det : : (z) # 0
O+1f™ ... Onf™

nach Wahl der Umgebung U’ von z;

Satz 21.1 = 3 offene Umg. V von z, C U’ , so dass F(V) C R offen ist;
G := (F|y)~! gehort zur Klasse C(F(V),V).

Sei D := {:z: eERF: (3,0) € F(V)}

beachte :

a) f(zo) =0 = F(20) = (%, f(.)) = (&s,0),
d.h. (£.,0) € F(V), also &, € D

b) F(V) offen in R® = D offen in RF*

zusammen: D = offene Umgebung von %, in R.

Weiter gilt folgende Kette von Aquivalenzen:

(@€V) f(z) =0 > F(z)=(£0) <> £€cDund :v=G(F(a:)) = G(,0)

)
Setze also :
o(%) == (Gk+1(:a, 0),...,G"(3, 0)) .

~ S

€R™
Dann gilt :
) = z=(20@),
wornit
{:z: eV: f(x) =0} = {(f:,(p(:i:)) L e D}
bewiesen ist.

28
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Bemerkungen zu Satz 21.1 :

1) feCf mit £>1 = Auflosungsfunktion ¢ € C*

2) f(zo) = n mit n € R™ beliebig = die Niveaumenge (z : f(z) = 1) kann entsprechend
bei

Zo lokal dargestellt werden (klar: betrachte f — 7).
'3) Seien irgendwelche m Spalten von f’(z,) linear unabhingig, also z.B.
oft

0z, ) 1<i,j<m

det( (o) #0 firl<oy <...<ay<n.

Dann gilt :

es gibt eine Umgebung V von z, in U und Fkten )\ mit

{a:GV: f(:z:)=0}={a:€V: a:aj=)\j(:i), j=1,...,m},

wobei Z € R*™™ die Variablen mit Index # «; zusammenfafit.

Indem man in R" eine geeignete Variablentransformation vornimmt, kann man stets die
Situation des Satzes herstellen. Die Transformation besteht darin, die Variablen umzu-
nummerieren.

4) Die im Satz vorkommende Funktion heifit “implizit definiert”, da sie durch die Eigenschaft

() f(#0@) = 0,2€D,

festgelegt wird. Auch wenn man sie nicht kennt, kann man ihre Ableitung ausrechnen:

Die Kettenregel ergibt aus (*)

( 1 0 ... 0
) ) . n—-m=k
0=f(Be@)o| o ... 1 |@
. 31(p1 cee  ee ak(pl
\ Bip™ ... ... Be™ )

oufl ... Ouft
=| | (Be@) o (=75
nf™ ... Opf™

n

(B )+ Y af ()Gt @)

f=n—m+1 J=1,...,k

I
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Daraus folgen die Gleichungen

n

Z alf'(f“a(p({i“)) aj‘pe+m_n(§")=—ajfi(j)’ t=1,...,m, j=1,..., k
£=n—-m+1

Vermoge der im Satz verlangten “Rangbedingung” kann man dieses System nach den
Ableitungen von ¢ auflésen (— vgl. Spezialfall m = 1)

5) Spezialfallm =1 :

f:U—=R, UCR" sei C'; 7, € U mit f(z,) =0

Randbedingung <= Vf(z,)#0 < Hie{l,...,n:—axi(wo)aéo
i

Dann sagt Satz 21.1 :

3 Umgebung V von z, in R",
3 Umgebung C von (z!,...,zi" 1, 28+, ... 2?) in R* L,
3 C'-Abbildung ¢ : D — R mit

{:L'EV: f(z) = 0}

= {(zl,...,a:,-_l,(p(zl,...,;.[;,...,xn),zi_{.l,...,a:n) : (zl,...,#,...,zn) in D}

;te Stelle

a/;{ heift: die Variable z; kommt nicht vor.

Im Satz ist 7 =n angenommen. Dann lautet das Ergebnis:

NiNV = {(zl,...,xn_l, <p(z1,...,a:n_1)): (a:l,...,:cn._l)ED}

(Nf = {er: flz) = 0} Nullstellenmenge von f).

Fiir i = n hat man also die Graphensituation z, = ¢ (z1,...,Zn-1) fiir andere i gilt dies

erst nach einer orthogonalen Transformation.

Wir berechnen nochmals die Ableitung der impliziten Funktion ¢ im Fall %(zo) #0:
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0 = f(xl,...,zn_l,cp(:cl,...,wn_l)) == (£=1,...

0
S
n
a .
= Z%(zl,.--,zn—law(xla“',a“n—l))
Jj=1

a (.
,%(jte Komponente von (a;l, ey Tno1, @ (1,

7] 7] 9
=‘ %(. . ) . %—elp(afl,..- ,xn-—l) + 'a?fe( ")

i} __ o7
= Ew_l()o(ivls ces awn—l) = —"a'w_n(zla .o ,zn-la(f’(zl’

£=1,...,n—1.  “partiell Dgl. fiir ¢ ”

6) noch spezieller: n=2 m=1

f:R2DU — R sei C! mit f(zo,y.) = 0 fiir ein (z.,,) € U.
. 8
Fall 1: 2;g(acc,,yo) £ 0

y
[

(zos90) Nf

Graph ¢

‘— - -

{ {(z, y)eU: flz,y)= o} A Umgebung von (zo, o)
= Graph von ¢ : I — R, I = Intervall um z
dann gilt :

f(t, <p(t)) =0auf I
— 0= 27(te0) = &(te0) + PO % (t0l1)

— ¢ =-Z(te®)| tel

31

:1)

. fb‘n—l))

...,a;,,_l))_1 : %‘(. n
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a
Ml 2: 35 (zo,yo) # 0

y\ Nf

L e pe—

Yo T = (20, %)

= Ny N Umgebung von (z,,y.) = {(\I’(t), t): te J}

hier kann man Ny bei (2o, o) nicht als Graph iiber der z-Achse schreiben, Ny ist Graph
iiber der y-Achse

_of

V(t) =~k (\Il(t),t).

Man beachte :
e die Gleichungen ¢ = —-gf%(-,go) bzw. ¥’ = —%(\Il,-)
sind - gewshnliche Differentialgleichungen fiir ¢ bzw. ¥
e gemdf Ny = Graph ¢ bzw. Ny = {(\Il(t),t) 1 te J} lokal bei (z.,y.) ist Ny

eine glatte Kurve zumindest in der Nihe von (z., y.).

7) ebenfalls speziell : m =1, n =3 (Flichen in R3)

jetzt:  f (o, Yo, 20) = O fiir einen Punkt (zo,yo,2.) € U

Graph ¢

k4
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Ny N Umg. von (2o, Yo, 20) = {(z,y, <p(:z:,y)) : (z,y) € D},

%(zoayoa‘%) 76 0 =
D = Umg. von (Z,,%) CR2, ¢p: D - R

N; = Flachenstiick (Graph ¢) lokal bei (zo, Yo, 2o)

8) wichtig fiir Anwendungen: n =3, m =2 (Kurven in R3)

Sei F = (f,9) : R® DU — R?, F(zo,yo,2) = (0, 0), dann ist

(*) F(z,y,z) = (0,0) Gleichungssystem in 3 Variablen

Vorstellung :
f(z,y, z) = 0 beschreibt Fliche 1

= () ist Schnitt der Flichen, also eine Kurve.
9(z,y,z) = 0 beschreibt Fliche 2

Genauer :
F' habe in (o, %o,2,) maximalen Rang, etwa

Oyf 0.f
det (ZoyYoy20) # O
ayg 0.9 ‘

== es gibt eine Funktion I — RZ, t — ((p(t), <I>(t)), I = Intervall um z,, mit
Nr N Umg. von (o, yo, 2,) = {(t,w(t), <I>(t))_: te I}

L:T— R, T(1) = (4, 0(t), 8(1)),
ist eine regulére Raumkurve, denn I'(t) = (1, ¢'(t),d (t)) # 0.
Ocf 0O.f

In den Fillen det (ZoyYor20) # O0,...... gelten analoge Ergebnisse.
0z9 0,9

— Ubungen : weitere Beispiele !
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Untermannigfaltigkeiten des R™

lassen sich gut mit dem impliziten Funktionensatz beschreiben.

Definition 21.2 :

Seien1 <k<n, 0#M CR" und £ e N.

M heift k-dim. Untermannigfaltigkeit der Klasse C¢ von R™, falls gilt :

Zu jedem T, € M gibt es eine (in R™) offene Umgebung U von z, und eine Abbildung
® € C{U,R™"*), s0 dass

(i) Rang D® =n —k auf U
(#) M NU={zeU: &(z)=0}.

s> ‘

Spezialfall :

Seik=n—1, &€ C4{U,R) und die Rangbedingung bedeutet: V@ # 0.
(n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten heiBen auch Hyperflichen.

Beispiel :

M={w€1R": lzlzl},n22

&(z) : |z - 1; V®(z) =22 =0 <= gz =0, welches nicht zu M gehort

€Co

also :

‘ M ist Hyperfische in R", némlich di 5
Rang D® = lauf M — { 1st Hyperfliche in R", némlich die Oberfliche (der Rand)

der Einheitskugel bzgl. der Euklidischen Metrik.
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Bemerkung zu Def. 21.2 :

1) es wird nicht verlangt, dass man global mit einer Abbildung ® auskommt.

2) man nennt 21.1 die implizite Def. einer Mannigfaltigkeit :

sei ¢, € M, wihle U, ® wie in der Def., nach Vertauschung der Variablen in R™ kann man
erreichen:

ak+]_¢1 oo 3,-,,@1

det (z.) #0

3];;.{.1@"_,‘; .o 6,,<I>"“"

Satz 21.1 3 Umg. U’ von z, in R™ und eine Umg. W von %, = (z},...,zf) in R¥,
sowie eine Funktion f : W — R

M v ={(s, @) se W} = Graph f, Projektiongs (M NU') =W

Rn-—k

A

i, \w RF

M.a.W. :
M ist k-dimensionale Mannigfaltigkeit ¢ R™

3

M ist lokal, bis auf Spiegelungen in R™,
L
Graph von Funktionen R¥ 5 D =5 R™*, D offen
Beispiel :

n=2, f(z,y) =2 -y ~
Setze M, := {(a:,y) €R?: f(z,y) = c}, ceR
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c=0 fiire>0

M, = Schnitt der beiden Winkelhalbierenden,

bei (0,0) ist die Rangbedingung verletzt (V£(0,0) = (0,0))

=> M, keine Mannigfaltigkeit;

Sei ¢ > 0, fiir (z,y) € M, ist Vf(z,y) = 2(z, —y) # (0,0), da (0,0) & M,
=> Rang f' =1 auf M, M, ist 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.

O

Weitere Beispiele ergeben sich aus der folgenden alternativen Beschreibung fiir die wir den
Begriff der reguléiren Abbildung etwas erweitern miissen.

Definition 21.1* :

Seien k < n sowie W offen in R*. Eine Abbildung ¢ : W — R™ der Klasse C heift
reguliire Abbildung, falls gilt :

(1) o ist injektiv
(ii) Rang Dy =k
(ili) p~t: (W) — W ist stetig

Bemerkungen :

1) Fiir k = n ist iii) automatisch richtig, dann ist ¢(W) offen und ¢~! € C!
(nach Umkehrsatz).

2) Natiirlich kann man auch ¢ der Klasse C¢, ¢ > 1, betrachten.
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Satz 21.3 : (Beschreibung von Mannigfaltigkeiten)

Seien 0 #M CR", 1 <k <n und £ € N. Dann sind dquivalent :
(i) M ist k-dim. Untermannigfaltigkeit der Klasse C*
(ii) (Regulire Parametrisierungen)
Zu jedem z, € M gibt es eine Umgebung U C R", eine Umgebung V wvon 0 in
]
R* und eine regulire Abbildung & :V S UmitMNU = (V).

o VLY,

Man nennt ® eine lokale Parametrisierung oder eine lokale Karte von M
bei z,. Eine k-dim. Mannigfaltigkeit entsteht also durch Verformen von k-flachen
Stiicken V C R* mit reguliren Abbildungen in den R™.

(iii) (Beschreibung durch Diffeomorphismen)
Zu jedem z, € M gibt es eine offene Umgebung U von z, in R", eine offene

Umgebung W von 0 in R™ und einen Diffeomorphismus ¢ : W — U der Klasse
Ct mit go(Wn (RF x {O})) =UNM. (Durch ¢~ wird M lokal geradegebogen.)

Beweis :

Wir erwiahnen nur, dass (i) = (ii) direkt aus dem Satz iiber implizite Funktionen
folgt.
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Standardbeispiel fiir (ii): regulire Kurven (mit injektiver Parametrisierung)

@ : (a,b) — R" sei C¢ und injektiv mit ®'(t) # 0 fiir alle ¢

=> ® ist reguldre Abbildung im Sinne von Def. 21.1;

frither haben wir von reguldren Kurven gesprochen;

durch Umtransformation von (a,b) auf z.B. (—1,1) kann man -wie in (ii) verlangt-

erreichen, dass ® auf einer Nullumgebung C R definiert ist.

Reguldre Kurven C R™ mit injektiver Parametrisierung
sind also 1-dim. Untermannigfaltigkeiten.

Bemerkung :

dass V C RF als Nullumgebung gewahlt wird, hat lediglich technische Griinde!

Tangentenvektoren/ Tangentialraum

Definition 21.3 :

Sei M eine k-dim. Mannigfaltigkeit C R™, z, € M.

(i) v € R™ heifit Tangentenvektor an M in x,
es gibt eine C'-Kurve v : (—6,8) — R™ mit
¥(0) = zo, ¥ (0) = v und y(t) € M fiir alle t.

(Die Kurve +y muss in M verlaufen)

(i) T, M = Menge aller Tangentenvektoren an M in z, heifit

Tangentialraum an M in x,.
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Bemerkung :

~ konstante Kurve
=

Y(t) = zo 0eT, M

Satz 21.4 :

Sei M k-dim. Untermannigfaltigkeit von R", =z, € M.

Dann ist T, . M ein k-dim. Vektorunterraum von R".

Beweis und Darstellung von T;; M :

(i) Schreibe M gemif 21.3(ii), lokal bei z, als
MnNU;, =®V,), ®:V, — U(z,) regular,
®(0) = 2o, Vo = Nullumg. in R¥, U, = Umg. von z
Sei {e1,...,ex} := Standardbasis in R¥;
setze I';(t) =te;, 1 =1,...,k
— y(t) = <1>(r,-(t)), t€(=6,6) (Kurvein M durch z.)
=5 2(0) = D®(0)(e;) = §2(0) € To, M.

€;

Also :
®
O eTM, i=1,... .k
1
umgekehrt :

SeiveT, M Dk g = 7' (0), v Kurve in M durch z, passend gewahlt.
Setze T'(t) := &1 ('y(t)) (Kurve in R* durch 0)

K
= I"(0) = ) aje; mit gewissen o; € R (Diff’barkeit folgt aus Konstruktion von & !)
i=1



Analysis IIT 40

Also :

v=70 =g (@or)(t)—za,——(o

Ergebnis: | T,,M = Span{ (0),.. ,3;;(0)}
— Bild DtI>(0)

(ii) Schreibe M gemiB Definition von Mannigfaltigkeit als Nullstellenmenge
MOU,, = {:1:6 U, : f(2) =0} mit f : U, — R"*, Rang Df =n — k.

v(t) ist Kurve in M durch z,

= () =o, i=1,...,n—k
L (VFi) 7 (@) =0, -7
D.h.:

v € Ty M <= v1Vfi(z,), i=1,...,n—k.
Man setzt
L
(Txo M ) = Normalraum zu M in x,

Dann folgt :

(7o) = Span {V£1(ao),..., V2 H(z.)}

und wir sehen nochmal

1
dim (T%M) —n—k = dimT, M = k.
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Spezialfille :

1) SeiM={:z:€U:g(:z:)=O}, UC]R”oﬁ'en,a.ufg:U—g]R, Vg(z) # 0 auf M.

Dann ist :

Vy(z.)

.
7

Ty M= [Vg(xo)] -

NN\
\

Beispiel :
Ssn-l= {:1: ER": |z|2= 1}
9(@) =22 -1 = Vg(z) =2z # 0 auf S
= (TzS""l)J- = {Az tAE ]R}.

2) Hyperflichen in Graphenform :

Sei M = {(z,0(z)) : €2}, @ C R offen, p: 0 SR
Tangentialraum T, ,;))M wird aufgespannt von

3:‘(95,/’("’)) = (e,-,aip(z')) = { (1,0,,,,0, alp(a:)),..., (0,...,1,6n_1p($))-

bei 2 Variablen z,y :

T(z,y,0(z,4))M = Span {(1, 0, dzp(z, y)), (O, 1,0y p(z, y)) }

41
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(Noch eine) Anwendung des Begriffes “Mannigfaltigkeit” :

Extrema mit Nebenbedingungen, Lagrange’sche Multiplikatoren

Ausgangspunkte :

(I) Wie bestimmt man lokale Extrema von f|pr ?
hier: M = k-dim Untermannigfaltigkeit von R® C U offen, f € C}(U,R)

&,

Notation :
3 Umgebung V von z, C R™ mit

Zo st lokales Maz. von f|pr :<=
f@) < flz)VzevnM

Die fiir freie lokale Extrema notwendige Bedingung V f(z.) = 0 jetzt nicht erfiillt:

Beispiel :
fl@,y) =z+y, M= {(cost,sint) :te|o, 27r]} =81
M kompakt, f stetig => Max. und Min. von f|y existieren,
aber : Vf(z,y)=(1,1) #0auf M

(IT) £ C R” offen, @ kompaks, / € (C1@,R) n C*@R),

M = 89 sei (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit

Wie findet man Maz. und Min. von f auf Q) ?

im Inneren :
Vf(z) = 0 ist notwendige Bedingung

am Rand :
liegen Max. und/oder Min. auf M := 89, so bestimmt man zunichst die
lok. Extrema von f|n (Tabelle + Vergleich der Werte f(z) liefert
die gesuchten Grofien).

42
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Lésung des Problems (II)) :
Sei dim M = k, 7, € M sei lokale Extremstelle von f|a, D C R¥ offen,
wihle regulire Parametrisierung ¢ : D — R™ von M bei z,, 0.E. ¢(0) = z,.

D

= fop:D — R hat eine innere lokale Extremstelle bei 0 € D

= V(foyp)(0)=0

= (Vf(ze) g0(0)) =0, a=1,....k.

= |Vf(zo) € (:ra,(,M)l (1)

(ersetzt die im Innern vorliegende Bedingung V f(z,) = 0)

Umformulierung von (1) :

Schreibe M NV = {a: €V:g() = 0}
mit einer Umgebung V von z, in R® und g: V — R*%,
L
Rang Dg=n—k = (To,)" =Span {Vai(se), ..., Vga s(o) },
und nach (1) gibt es eindeutig bestimmte )\; € R mit

Vi(z.) = 'gxiv.qi(wo) @

(2) besteht aus n Gleichungen mit den Unbekannten z2,...,2%, A1,...,Aq_k-
Ergénzt man (2) noch durch

g (z.) =0, i=1,...,n—k (3),

so hat man Ubereinstimmung in der Zahl der Variablen und Gleichungen.
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Satz 21.5 : (Lagrange’sche Multiplikatorenmethode)

Sei U C R™ offen, f € C}(U,R), g € CL(U, R %), M := {:v €U:g(z) = 0},
Dg habe mazimalen Rang auf M. Hat dann f|pr: M — R in a € M ein lokales
Extremum, so gibt es A1,..., \,_x € R, so dass fiir die Funktion

G:U =R, G(z) := f(z) - 'ik Aig'(z), der Punkt a ein kritischer Punkt ist,
d.h. VG(a) = 0. =

ALy .-+, An—k heifilen Lagrange Multiplikatoren.

Beispiel :
Sei M = {(a:,y) €R?:z? +y2 = 1}) f(xay) =2g3 +y41 (z,y) € R

gesucht : Max. und Min. von f|,

Sei g(z,y) ;=22 + 3% - 1.
Notwendige Bedingung:

Vf(z,y), Vg(z,y) sind linear abhingig <= (622,4y%) = \- (2, 2y) mit \e R

Fall1: =0
= (67%,4y%) = (0,0) = =0 und y=0
unmoglich, da g(z,y) = 0 gelten muf
Fall2 : A#0
Unterfalla : £ 20 und y # 0
622 =2\z = )\ =3z
4P =2y = A= 2y
= 3z = 2?
Nun betrachte 22+ y2 =1, d. h. y2 = 1 — g2
Einsetzen :

32=2-22" < 2?+3z-1=0

= z=-3+,/241=_34

|
o

T = —2 entfillt !
Also :

z2

2
+—_y'>—1 Y= :[:ﬁ

-1
T=3 2

Unterfallb: 2 =0
= y==1
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Unterfallc: y =0
= gz=4=1

Nun lege man eine Tabelle an :

@y |01 ©-1) (L,0 (-1,0 %) G,-%)

w

flz,y) | 1 1 2 -2 B T
1 t

max min

o

Bemerkung :

Man kann natiirlich jetzt noch untersuchen, ob die anderen Punkte lokale Extrema
sind.



