23

Mafdtheorie

Ziel :

Entwicklung allgemeiner Konzepte, die es gestatten, z.B. Volumina und Oberfléchen
von Kérpern € R? sinnvoll zu definieren und zu berechnen; “sinnvoll” soll heiflen :

fiir den Einheitswiirfel [0,1]> erwartet man als Volumen 1!

Wie interpretiert man Volumenmessung?

Standpunkt :

e Volumenmessung ist eine Abbildung
1 = {Teilmengen des R3} — [0, 0]

mit gewissen Eigenschaften, z.B. :

() = 0, G ;) = i“(“m
=1 =1

fiir disjunkte Mengen (“abzihlbare Additivitit”)

e Flichenmessung ist eine Abbildung
A:{2dim Mfkten C R3*} — [0, 00]

mit o.g. Eigenschaften, wobei man p und A noch normiert, d.h. z.B. p([0,1]®) = 1. Wir
werden spéter sehen, dass durch diese Bedingung an p tatséchlich eine geometrische Volu-
menmessung in R3 festgelegt wird.
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Zundchst wollen wir den allgemeinen Standpunkt ausbauen, d.h. Mafle auf beliebigen Grund-
mengen X studieren.

Vorbemerkung (technischer Art) : (Reihen mit Gliedern € [0, o0])

e Seien ay, € [0, 00] fiir k € N,. Dann ist

00 L
Zak = sup{Zak L e No}
k=0 k=0

wohldefiniert in [0, o], und der Wert héingt nicht von der Anordnung ab. (Wert ggf. 4+00)
e Sei I eine beliebige abzihlbare Indexmenge und a; € [0, c0] fiir ¢ € I. Dann setzt man

[e.e]

Zai::sup Zaj:JCI,#J<oo = agky € 10,00]
iel jeT k=0

fiir eine beliebige Bijektion ¢ : Ny — 1.

e Die Summe iiber die leere (Index-)Menge ist =: 0.

Definition 23.1 : (duflere) Mafle

Sei X eine beliebige Menge.
Eine Funktion p: P(X) — [0, 00| heifit ein Maf3 auf X, falls gilt :
(i) u(@) =0.

(ii) Fir jede Teilmenge A von X und alle abzihlbaren Familien (B;)ier von
Mengen B; C X gilt :

Ac UBi= u(A) <Y u(B;
el il

~—

(abzidhlbare Subadditivitét)
“o- Subadditivitdt”

Bemerkungen :

1) u(A)=0: A heifit p-Nullmenge
(abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wieder Nullmengen)

2) Aus (ii) folgt die Monotonie :
AC B = pu(A) <u(B)
(benutze (ii) mit By := B, B, :=0, k > 2)

3) In (ii) bedeutet “abzéhlbar” : # I < oo oder I = N.
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4) In der Literatur nennt man eine Mengenfunktion p mit (i), (ii) ein &uBleres Mafl. Daraus
konstruiert man ein Mafl durch Einschrénkung von p auf ein gewisses Teilsystem 9t von
P(X). Auf 9 ist 1 dann abzéhlbar additiv :

B,emfirneN B,NB,=0firn#m — ,u(UBn> :Z,u(Bn).

Dazu spéter mehr.
Beispiele :
Sei X eine beliebige Menge
i) triviales Maf: p =0
ii) Dirac-Mafl ina € X :

1, ac A
(()‘?4(14):{07 agA

Dann: §,(0) =0 +/
Seien A, B; C X, A C B;

i=1

Falll:a¢ A
da(A) =0 < iéa(Bi)
i=1
Fall2:0€ A
= a € B, fiir ein io; also : 1 = §,(A) = §4(B;,) < iéa(B’i)
i=1

iii) Zahlmafl: §(A) := # A (Anzahl der Elemente von A)
(also = +o00, wenn A keine endliche Teilmenge von X ist). Dass es sich um ein
Maf3 handelt, ergibt sich aus folgender

Ubung : Sei ¢ : X — [0, 00] beliebig und fiir A C X

©p(A) :=sup {xgEtp(m’) ECAH#E< oo}.

Fiir p =1 ist ¢, das Zéhlmafl. Man zeige :

Sei (B;);er eine abzéhlbare Familie von disjunkten Teilmengen von X. Dann gilt

%(UBz') =Y ¢o(By),

i€l icl
d.h. ¢, ist sogar abzéhlbar additiv und damit ein Maf(?!).
Als Spezialfall folgt, dass das Zihlmaf o ein Majs ist.

Das néchste Beispiel wird uns etwas langer aufhalten.
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Das eindimensionale Lebesgue-Maf3 £! auf R
Ziel :

definiere ein Maf$ auf R, so dass Intervalle [a,b], (a,b),[a,b), (a,b]
das gleiche “Mafl b— a” haben

Idee :

tberdecke dazu A C R mdglichst gut mit Intervallen

Definition 23.2 :

Fir A C R ist das Lebesgue - Majf$ von A die Grifse

LY(A) := inf { 3%31 <bj - aj>‘ ([aj, bj]>jel ist abzdhlbare Uberdeckung von A}.

Satz 23.1 :

(i) L' ist ein Maf3 auf R.

(ii) LY(J) = b— a fir beliebige Intervalle J mit Endpunkten a < b in [~ oo, 00].
(iii) L1(A) > 0 fiir offene A C R, A # ().
(iv) LY(Q) = 0.

Beweis :
Q) 0c[-ee 2L clgy<2.e X210 =o.
Seien ¢ > 0, A C R gegeben, und es gelte A C G B, mit Mengen B, C R. Zu jedem
n € N wihlen wir gemif Definition (£!(B,,) = infrf:.?) eine abzihlbare Uberdeckung
(faz. 7] >ieln (I,, = abziihlbare Indexmenge) von B, mit
LYB,) 427" > Z <bf — a?).

i€l

Aus B, © U [an bn} folgt

1971
i€ln

Acn[jl(u [az.]).

= i€l
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also nach Def. (£L1(A) = inf Summe der Intervall-Lingen)

£i4) < i(sz’—a?>
n=1 \i€l,
< i£1(3n)+{i2n}a
= iﬁl(B’n)—i—E.

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt :

LY(A) <) LN(B,). = L' ist MaB.
n=1

Beachte :

offene Teilmengen # () von R umfassen ein Intervall positiver Linge,
also folgt (iii) aus

(ii) Sei J = [a,b] mit a < b € R. Aus der Def. folgt :
LYI)<b—a.
Z.z. ist :

() b—a< Z(bi—ai) fiir jede héchstens abzihlbare Uberdeckung ([a;, b;]);c; von J.
el
Dann folgt durch Bildung vom Infimum :

b—a < LY(J).

Fall 1: #1 < oo = (x) gilt (vgl. Bild!)

ay bl

Fall 2: #1I=o00,alsozB.: I =N.

a;, bz] zu [ai —&i,b; + 82‘] mit g; := 2 .

Sei € > 0 gegeben. Vergrofere

— J

N

(a; —ei,a; + &)

~

Jkggakt IAN: JC (a; — &4, bi + &)

=

I

la; — €i,b; + €4

IC=zlC=zCs

~
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Fall 1 angewendet auf diese letzte Inklusion ergibt gemé8 (%) (endl. Indexmenge)
N N
b—a< Z(bl — ai) +2251 < Z(bz —CLZ‘) + 2¢,
i=1 i=1 i€l
also gilt (%) auch fiir die Indexmenge I, da ¢ beliebig,.
Ergebnis :
Ll ([a,b])=b—a Ya<b, abeR.
Die Monotonie von £! ergibt :
L' (fa+eb—e]) < LM ((a,0) < L' ([a—e,b+e))
= |£1 ((a,b)) — (b — a)| < 2¢,
so dass auch
L' ((a,b)) =b—a.

Fiir halboffene Intervalle schlieft man analog, fiir unbeschréinkte Intervalle J
folgt aus der Definition bzw. Monotonie direkt

Spéter :

entsprechende Konstruktion eines Mafes L™ auf R™ fir allen > 1

— L3 ist die richtige Volumenmessung in R3.

Definition 23.3 :
X sei beliebiger Grundraum, p ein Maf$ auf X.
a) Fir A C X definiert man die Einschrinkung von p auf A durch
(L[ A)(B):=u(ANB), BC X.

Hierbei gilt : | A ist ein Maf$ auf X!
b) AC X heifst p-messbar, wenn A jede “Testmenge” additiv zerlegt :

|W(B)=p(BNA) +u(B—A) ¥YBCX)|

Dieser Begriff wird eingefiihrt, um abzihlbare Additivitit auf disjunkten Mengen
zu haben.
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[
=

B=(BNA)U(B—A)
1) Subadditivitit = u(B) < u(BNA)+ u(B— A) gilt immer!

Deshalb mufl man nur “>” priifen.

Bemerkungen :

2) offenbar : (), X p-messbar; y-Nullmengen sind p-messbar!
3) C C X beliebig; A p-messbar = A (u | C')-messbar

“Komplementregel”
=

4) A p-messbar X — A p-messbar.
Satz 23.2 : (Eigenschaften messbarer Mengen / Operationen mit messbaren Mengen)
Sei p ein Maf$ auf X,{Ak}ren eine Folge u-messbarer Mengen. Dann :

(i) U Ak, () Ax  p-messbar
k=1 k=1

(i) AkNAg=0, k#0 — u(;_lek) = 3 j(Ap)

k=1
Yo-Additivitdt auf messbaren Mengen”

(i1i) Gilt Ay, C Agy1 fir alle k, so ist
k—oo

w (G Ak> = lim u(Ag) € [0, 00].
k=1

(iv) Sei p(A1) < oo (oder u(Ar) < oo fir ein L) und Ax, D Ag+1 fir alle k
(oder fiir k > L). Dann folgt

A ) = lim u(AL).
M(lﬂ k) Jim_pi(Ay)
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Beweis : (in 6 Schritten)

1.) Wir erinnern an die Messbarkeitsdefinition fiir A C X

() w(B)=w(ANB)+u(B-A) VBCX
Also gilt fiir B C X

1(B) = (BN A1)+ u(B — Ay)
und (Messbarkeit von Ag, B — A als Testmenge in (x))

w(B—A1) = p((B—A)NA)+p((B— A1) — As)

= w(B) = wBNA)+p((B—A1)NA2)+p((B— A1) — As)

Es gilt :

(%)

88

(BmAl)U{(B—Al)mAg}DBﬂ(AluAQ) und (B — A;) — Ay = B — (A; U A)

MR (B0 AY) + (B - AN Ay) 2 p (BN (AU A))

Einsetzen in (%)
fr—

u(B) = p(BN(A1UA2)) +p(B = (A1U Ay)),

d.h. A; U Ay messbar.

Induktion iiber n liefert :

U Ag messbar fiir alle n | ,
k=1

d.h. endliche Vereinigungen messbarer Mengen sind messbar.

X —(A1NAy)=(X—-A)U(X —Az) messbar nach 1.)
. messbar

— A; N Ay messbar.  (“Komplementregel”)

Induktion iiber n liefert :

() A messbar fiir alle n | ,
k=1

d.h. Schnitte von endlich vielen messbaren Mengen ist messbar.
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k
3.) Gelte Ay N Ap = 0 fiir k # ¢; setze By := |J Ay messbar; Ay, 1 messbar
(=1

By, 1 Testmenge
f—

W(Brt1) = p(Bry1 N Ag1) + p(Bry1 — A1)
= p(Aky1) +u(By) VkeN

falls alle Maf} |
TEERZRE S0 (Brgr) — u(Br) = (A1)

Also :
7 (U Ak) = 1(By)
k=1
Teleskop-S =
= (#(Bgy1) — p(By)) + u(B1)
k=1
n—1
= (A1) + > p(Appr)
k=1
= :U'(Ak)’
k=1

d.h. éjlu(Ak) — <£J1 Ak> Vn.

Also gilt (ii) fiir endliche Vereinigungen disjunkter Mengen. Es folgt (Monotonie)

ZM(x%)SM(U Ak) =N (A <M<U Ak)
k=1 k=1 k=1
“>7 gilt trivialerweise, also folgt (ii) allgemein.

Rechnung wurde unter der Annahme p(A;) < +oo Vk gemacht. Andernfalls gilt (ii)
direkt!

4) Sei Ao := ) und gelte VEk € N,
A C Apy1 = Agr1 — A = Ag1 N (X — Ag) messbar, dann folgt nach (ii) :
p{lUAe) = pl UAe—Ar-) = > Ak — A1)
k=1 k=1 k=1

—A,

n ii) "
= lim Y u(Ap— Ax_1) (: lim ,u< U (A — A1 > = lim u(A4,),

wobei wir (ii) fiir die disjunkten Mengen By := Ay — Ar_1 benutzt haben.

Damit ist (iii) bewiesen.
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5.) Sei nun Ay D Agy1 und p(4;) < oo

Screibe

A=A, U (A — Ayp)
kﬂk U “i-4y

k=1 aufsteigend messbar

iii) + Subadd. x >
Wy < (A a) e D -a)
k=1 k=1
) +)
= u ( N Ak) + lim pu(A; — Ap).
k=1 n—00
AjTestmenge
A,, messbar = p(A1) =p(AiNA,) +p(4 —Ay)
und wegen p(A;) < oo :
p(Ar = Ap) = p(Ar) — p(Ar N Ap).
Also :
I (ﬂ Ap | + lim p(Ar — Ay) = p <ﬂ Ak) +u(Ar) = Tim g (Ag 0 An)
k=1 k=1 >

—Ap

Einsetzen in (4) :

(A1) < p (fjl Ak> +p(Ar) = lim u(Ay)

[e.e]
i <
= lim p(An) < p (kﬂl Ak) ;
die umgekehrte Beziehung gilt wegen Monotonie. Es folgt (iv).
o o
6.) Zu beweisen bleibt noch (i), also Messbarkeit von J Ag, () Ag.

Sei B C X beliebig, 0.E. u(B) < oo, da sonst

w(B) > M<B N <k§1 Ak>) + ,u(B — kD; Ak) trivial ist.

J
Definiere B; := J Ay.
k=1

Beachte : p-messbare Mengen sind p| B-messbar, d.h. (iii), (iv) gelten fiir u|B. D.h. :

(Bm U Ak> +u<B U Ak>

k=1
) ()5 ) - (v ) )
- | absteigend
(0 00 ety (4 B) (B + Jim (ulB) (X - By)

By messbar bzgl. u| B

(u1B)(X) = u(B)
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oo
= |J Ay ist g - messbar.
k=1

GemiB X — (] Ay = U (X — Ay) folgt die 2'¢ Behauptung aus (i).
k=1 k=1

Bemerkungen :

1) Fiir konkrete Mafie auf dem R"™ werden wir spéter ein sehr handliches Kriterium formu-
lieren, mit dessen Hilfe sich “Messbarkeit einer Menge bzgl. diser Mafle” schnell
entscheiden laf3t.

Merke :

Fir verninftige Mafle (Volumenmessung in R™) sind fast alle Mengen messbar,
nicht-messbare Mengen lassen sich dort nur mit dem Auswahlaziom konstruieren.

2) Sei X eine Menge, ¥ C P(X) heifit eine o-Algebra, falls :

i) 0,X ed
(i) Acv=X—-Aed

(ii) A, €edfirneN= |J A, €9

n=1

(es folgt : () Ay €9 fiir A, €9).
n=1

Ist p ein Mafl auf X, so folgt aus 23.3 :

M = {A € P(X): A ist p-messbar } ist o-Algebra der p-messbaren Mengen.

Literatur : (Bauer)

In machen Biichern findet man folgenden Zugang zur Maf3theorie :

(X, N, A) heifit MaBiraum, falls V' C P(X) eine o-Algebra ist und A : N' — [0, 0]
eine Abbildung mit den Eigenschaften

(i) A(®) =0,
(ii) )\< U An> = 3 MA,) fiir A, A, € N paarweise disjunkt
n=1 n=1
(X, M, M‘ ) ist daher ein Mafiraum.
M
Ist umgekehrt (X N, )\) ein beliebiger Mafiraum, so setzt man fiir A C X
((A) = inf {)\(B) L ACB,Be /\/}.

u ist dann ein Mafl im Sinne von 23.1.

(Ich finde den Zugang tiber duflere Mafle begrifflich einfacher).
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Bis jetzt : alles sehr allgemein, nun betrachten wir

Definition 23.4 : Mafle auf metrischen Riumen

Sei X ein metrischer Raum.

(a) Die o-Algebra B = B(X) ist die kleinste o-Algebra in X, die alle offenen
Mengen enthdlt. Die Elemente von B heiffen : Borel-Mengen (Konstruktion
von B s.u)

(b) Ein Maf u auf X heifst Borel-Ma8, falls alle Borel-Mengen pu-messbar sind.

(c) Ein Borel-Maf auf X heifit (Borel-)regulér, falls es zu jeder Menge A C X
eine maflgleiche Borel-Obermenge B gibt : (A) = pu(B) mit A C B,B € B.

(d) Ein Borel-requlires Maf$ heifst Radon-Maf3, wenn kompakte Mengen C X
endliches Maf$ haben.

(e) Eine Menge A C X heifst o-endlich bzgl. eines Mafles A auf X, wenn man

[e.9]
schreiben kann A = |J By mit A-messbaren Mengen By, A(By) < oc.
k=1

Bemerkungen :

(0) Die Volumenmessung im R3 ist z.B. ein Radon-Ma8.

(1) Borel-Mengen = alle Mengen, die sich aus offenen und abgeschlossenen Mengen durch
abzéhlbare Vereinigungen, Schnitte und Differenzen sowie Iteration
dieser Konstruktionen erzeugen lassen.

Existenz von B : setze B := (9,0 = o-Algebra D { offene Mengen in X'}
(P(X) ist ein solches )

(2) Borel (-regulér) Mafie und Radon-Mafle bringen Messbarkeit und Topologie in Verbindung
: offene/abgeschlossene Mengen sind messbar, fir Radon Mafle haben kompakte Mengen
endliche Masse

(3) Borel- und Radon-Mafle kann man auch auf beliebigen topologischen Réumen definieren.
(4) Fiir (e) kann X irgendeine Menge sein, also nicht notwendig ein metrischer Raum.
(5) Beschreibung der Borel-Regularitéit :
Es gilt fiir ein Borel-Maf$ A auf X :
X\ Borel-regqulir <= \(A) =inf{\(B): B € B, B> A} fiir alle A C X.
Beweis :
“=": klar!
“«=": Sei A C X gegeben.
Zun € N wihle B, € B, B, D A,\(By,) — % < A(A).

Sei B:= () B, € B.

n=1

Dann : A\(B) < (By) < A(A) — 1, also A\(B) < A(A).
“>” folgt aus A C B.
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6) Sprechweise : Sei X irgendeine Menge, A ein Mafl auf X.

A heifit reguléres Maf3 : 2k AA) =inf{\(B): B D> A, B X -messbar}

fir alle A Cc X

vgl. (5),
1. Rech ! . .
UM firalle AC X gibt es eine Ad-messbare

Menge C' D A mit A(4) = A(C)

Indem man A, ersetzt durch mafgleiche A\-messbare Obermengen kann man zeigen bzw.
die Aussage von 23.3 wie folgt verallgemeinern :

{\ regulires MaB, A, C A, fiir alle n € N} = A\(4,) =3 X <U Ak>
k=1

Die A,, miissen also nicht A-messbar sein.

Satz 23.3 :

Sei A ein Borel-regulires Maff auf X und A C X sei A-messbar. Dann gilt :

(i) A Borel-Menge = \|A Borel-regulir
(ii) AA) < o0 = |4 Radon-Ma#, also speziell auch Borel-reguldr.
——

nicht notwendig Borel
Beweis :
Definiere v := A\ A.

Bemerkung 3) nach Definition 23.3 besagt :

A-messbare Mengen sind auch v-messbar, also sind insbesondere alle Borel-
Mengen v-messbar und somit ist v ein Borel-Maf.

Im Fall A(A) < oo gilt :
v(K)=AANK) < A(A) < oo fiir alle kompakten Mengen K C X.

zu (i) :

Sei A jetzt Borel-Menge.

zu zeigen : v ist Borel-regulér (x)

d.h. : Zu C C X finde Borel-Menge D D C mit v(C) = v(D).

bekannt :

A Borel-reguléir = 3 Borel-Menge E C X mit A(F) = A(ANC)und ANC C E.
Setze D := EU (X — A)

= D Borel-Menge und C ¢ (ANC)U(X —A)CEU(X—-A)=D
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DNACE
nach Def. v. D

sowie v(D)=XDNA) < AME)=XANOC)=v(C)

Die umgekehrte Richtung v(D) > v(C) folgt aus C C D, also gilt ().

zu (ii) :

Sei A C X nicht notwendig Borel-Menge, aber es gelte A(A) < oo.
Zu zeigen ist wieder (x).
Zunichst existiert zu A eine mafigleiche Borel-Obermenge B (A Borel-reguléres Maf).

Da A A-messbar ist, folgt :
AB—A)=XB)—XA) =0 (beachte : B= AU (B — A) sowie A(B) < o0 !)
Fiir C C X beliebig ist deshalb

V(C) = AMANC) < NBNC) - (\[B)(C)

A A-messbar,
BN C als Testmenge

= A((BNC)NA)+AX(BNC)—A)

< A((BNC)NA)+ANB—-A)
=0
= A((BNnC)NA)

< v(C)

= v(C)=(A\B)(C) VCCX <+= v=A\B
Nach (i) ist A| B Borel-regulir, also folgt (x) fiir v.
v(K) < oo fiir sogar alle K C X ist klar.

Satz 23.4 : Approximationssatz fiir Borel- und Radon-Mafle

a) Sei X ein metrischer Raum und X ein Borel-Maf3. Ist B Borel-Menge mit A(B) < oo,
so gibt es zu jedem € > 0 eine abgeschlossene Menge C C X mit

CCBund A(B—-C) <e.

b) Sei A ein Radon-Mafl auf R"™. Ist B Borel-Menge, so findet man zu jedem € > 0 eine
offene Menge U mit

BcUund A\(U — B) <e.

Fiir Radon-Mafle auf R™ gilt noch mehr
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Zusatz : (Radon-Mafle auf R"™)

Sei A ein Radon-Maf3 auf R™. Dann gilt

(i) fiir jede Menge A C R™ : A(A) = inf{\(U) : U D A offen}
(i) fiir jede A-messbare Menge A : A\(A) = sup{\(K) : K C A kompakt}

Beweisskizze von 23.4 :

a) v := A| B ist endliches Borel-Maf}
(Bemerkung nach Def. 23.3 = A-messbare Mengen sind auch A\| B-messbar;
also sind alle Borel-Mengen \| B messbar; Endlichkeit : klar!)

o . A ist A-messbar und zu jedem ¢ > 0 gibt es eine abgeschlossene
1) Setze F := {A cX: Menge C: mit C: C Aund v(A—-C:) <e }

dann zeige :

e F D { abgeschlossene Teilmenge von X} klar!
e F ist stabil gegen abzéhlbare (J und
e F O { offene Teilmengen von X}

[e.9]

(beachte dazu : U offen — U = |J{z € U : dist (z, X —=U) > 1/i} und {...
i=1

ist abgeschlossen)
2) Sei F*:={AeF: X-AcF}
Zeige : F* ist stabil bzgl. G und F* D { offene Mengen }
Insgesamt : i

F* ist o-Algebra O { offene Mengen in X} = .

Unsere Borel-Menge B aus Teil a) gehort also zu F*, was zu beweisen war.

Bemerkung :

Die Bildung von F* ist notig, da F nicht abgeschlossen bzgl. Bildung von

Komplementen.

b) Jetzt : X = R™ und B Borel-Menge sowie A Radon-Ma$.
Sei Up, :={z € R": |z| < m}
= U,, — B ist Borel-Menge mit A(Uy,, — B) < A(U,) < <.

Hier geht ein, dass X = R" ist. Andernfalls ist U,,, nicht notwendig kompakt!
(und hat somit endliches MaB).

Nach a) gibt es eine abgeschlossene Menge C), mit
Cp CUp—BAN(Up —B)—Cp) =\NUp, —Cy) —B) <e27™
wobei € > 0 beliebig vorgegeben ist.

(o]
Die Mengen U, — Cy, sind offen, also ist auch U := |J (U,, — Cy,) offen.

m=1

95

1
> 7}
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Es gilt (Wahl von C,, d.h. C;,, CR" — B) :

BcCcR'-C,, — U,N"nBcU,—Cy,

Petaot U g — | J(WnnB) € | Un—Cu) =1,
m=1 m=1

d.h. U offene Obermenge von B. Fiir das Mafl von B — U bekommt man
wU—B) = M(U(Um_cm)_B>
m=1

< Y 4((Un—Cn)—B) <e.

m=

—_

= u(B) =inf {u(V): V offen C B}

O

In der Praxis hat man es meistens mit Borel-Maflen oder sogar Radon-Maflen auf metrischen
R&umen zu tun, und es stellt sich deshalb die Frage :
Wie entscheidet man schnell, ob ein gegebenes Maf} diese Eigenschaft hat 7

Satz 23.5 : Kriterium von Carathéodory

Sei A ein Maf auf dem metrischen Raum X. Gilt
MAUB)=XA)+A(B) VA,BCX,dist(A4,B) >0

so ist A ein Borel-Maf auf X.

Beweis :

Es geniigt zu zeigen, dass alle abgeschlossenen Mengen C' € X messbar sind
bzgl. A, denn die messbaren Mengen bilden eine o-Algebra, und jede o-Algebra D
{abgeschlossene Mengen in X} umfafit 5.

Fiir A C X beliebig ist zu beweisen (bei fixierter abgeschlossener Menge C')
(x) MA)ZXMANC)+AA-0).
Dazu sei 0.E. A(A) < oo. Fiir m € N sei
dist (A, B) := inf{d(z,y): 2z € A,y € B}
Cp = {zeX:dist(z,C) <1/m}

(die &ulere Parallelmenge von C im Abstand 1/m).

Man bekommt C),, indem man um C einen Streifen der Breite 1/m legt.
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Man bekommt C,,, indem man um C'
einen Streifen der Breite % legt.

— dist(A—Cp,ANC) > 2L

YL (k) AA—=C) +AANC) = A(A = Cr) U(ANC)) < AA),
denn (A—-Cp)U(ANC) C A.

Behauptung : (xx) lim A(A—Cp,) = A(A - C)

Setzt man dies in (#x) ein, so folgt (x), also die Behauptungung,.

ad (***) : Sei fiir k€ N

Ry = {xeA:kLH<dist(a:,C’)§ %} C Ck

— A-C=(A-CnU U R
k=m

CmDC Vor. o0
— ANA-Cn) CNA=C) € ANA=C)+ > A(Rp)

k=m
Man sieht :
Ist > A(Rk) < oo so folgt (***) .
k=1
Es gilt fiir j >4+ 2 dist (R;, Rj) >0 Lfid
+Ind.
m m Mon.
YoAMR2) = A ( U R2k> < XA,
k=1 k=1
m m Mon -
> MRaks1) = A ( U Rzk+1> < A4
k=0

k=0

S A(R) < 2M(A) < 00 Ym
k=1

97
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Das Lebesgue - Maf3 £ auf R"

ist fiir geometrische Anwendungen wie Volumenmessung das wichtigste Mafl. Die Konstruktion
ist analog zu der von £! nur mit Quadern statt Intervallen.

Definition 23.5 :

Fiir AC R"™ ses

n (Qi);er ist hichstens abzihlbare Uberdeckung
£ = inf {; Qi - von A durch abgeschlossene Quader Q;
das sogenannte Lebesgue-Mafl von A. (genauer: n-dim. Lebesque-Mafs)
Hier : @ = J|a1,b1] X ... X [an,bp],
Q| = (b1 —a1)-...-(bp —ayn). “Elementarvolumen”
Bemerkungen :

1) L™ist ein Mafl auf R"™.
Beweis wie fiir £'; Einzelheiten — Ubungen !

2) In der Definition kann man genauso offene Quader W = (a1,b1) X ... X (ap,b,) oder
teilweise offene Quader W benutzen, vorausgesetzt man setzt immer |W| := Produkt
der Kantenlingen.

Begriindung :

AC U Qi, Q; = abgeschlossener Quader. Sei ¢ > 0 gegeben;
bllde nun mit spéter zu definierendem ¢;

W; == (azi — &4, b’i—i—&?i) X ... X (a;—ai, b;—i—&?i),
wenn

Qi =[al,b}] x ... x [al,b']

dann folgt :

AC U W; mit offenen Quadern W;

i=1
und
o o n ) )
Z‘WZ‘ :ZH(b; —a}—i—?ai) ;
i=1 i=1j=1
geméf
n n
H(bé—aé—k%l H —a ) +2-g 2" maX{l, ]—a;-}”fl

i=1 i=1 =
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folgt
Wil <|Qi + 27",
wenn man von &; verlangt

2¢;2"1 max {1, b; - a}}"‘1 <27
j=1l.n

Insgesamt :
oo oo
DWW <> Qi+,
i=1 i=1

so dass

inf{z |Wil ... W; offen ...} = inf{z |Qi] : ... Q; abgeschlossen ...}.
i=1 i=1

3) Ist @ ein Quader und zerlegt man diesen durch Schnitte mit achsenparallelen Hyperebenen
in Teilquader Q1,...,Q N, so gilt :

Q4 Q?)
N
Q=3 1@

@1 Q2

(

Q

—> bei der Definition von £"(A)kann man mit Quadern (sogar Wiirfeln !)
arbeiten, deren Kantenlingen unterhalb einer beliebig kleinen vorgege-
benen Schranke liegen :

(Q1)ier ist Quaderiiberdeckung von A mit Quadern

£7(4) = inf {ZGZI @il (oder Wiirfeln) der Kantenléinge < 6 } )

4) Fir Quader @ (abgeschlossen, offen, halboffen) gilt stets

Beweis : wie fiir £1!
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Satz 23.6 : (Eigenschaften von L£™)

(i) Fiir jede Menge A C R™ gilt L™"(A) = inf{L"(U) : U offen D A}.

(i) L™ ist ein Radon-MaSf.

(iii) Translationsinvarianz : L"(b+ A)=L"(A) Vbe R",ACR"

(iv) Homogenitit vom Grad n: L"(r-A)=r"L"(A) Vr>0,ACR"
(v) Seienry,...,r, € R und T(z) = (r1z1,...,rm%y). Dann gilt :

LYT(A)) =|r1...mn| - L"(A). (beachte : detT =ry...1)

Beweis :

(i) fir L"(A) =00 klar !
Sei also L™"(A) < o0.
Nach Bemerkung 2) im Anschlufi an Definition 23.5 gilt :

zu jedem e > 0 gibt es offene Quader (P;);jen mit
Ac|JP=U und L'(A)+e>) [Pl

U ist offen mit
o0
Z Pj| < L"(A) +e.

Da umgekehrt offenbar £"(A) < £™(U) gilt, folgt (i).
(ii) Sei K ¢ R™ kompakt

= 3 Quader Q mit K C @

— LK) < L"(Q) = Q] < oc.

Mit Carathéodory’s Kriterium zeigen wir, dass L™ Borel-Maf$ ist :
Seien A, B C R™ mit dist (A4, B) > 0. O.E. L"(A U B) < oo, sonst ist nichts zu zeigen.
Sei € > 0 gegeben

= 3 Quaderiiberdeckung von AU B mit Quadern Q)
der Kantenldngen < ¢ (wird spéter fixiert) mit

o0

> 1@l < L(AUB) +¢

j=1
Sei J C N definiert durch j € J <= Q,; N (AU B) # 0.
Dann ist auch (Q;)jc; Uberdeckung von A U B.
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Sei 6 = 5 =dist (4, B). A

\\\\ \\\\ \

i

Dann ist fiir Q;, j € J, entweder Q; N A # () und Q; N B = () oder umgekehrt.
Sei Jy Z:{jEJZQjﬂA#Q)}, Jo Z:{jGJZQjﬂB#(D}

— J=J1UJo, Jlmz]2:@,
(Qj)je, ist Uberdeckung von A, (Q;)je, ist Uberdeckung von B

= LA+ LYB) < Y 1Qjl+ X 1l

Jj€J1 JEJ2

= 2ol
Jj€J
< LYAUB)+e¢
= L"(A)+ L"(B) < L"(AUB),
und die umgekehrte Ungleichung folgt aus der Monotonie.
Nachzuweisen : Borel-Regularitit von £™

Sei A C R™ beliebig. Nach (i) gibt es eine Folge U; offener Mengen mit

U, DA, L"A) = lim LUy).

k—o0

[e.e]
B := () Uy ist Borel-Menge (also messbar), B D A, mit
k=1

LM(B) < LMU) =2 £7(4), dh. £7(B) < L(A).
Die umgekehrte Ungleichung gilt trivial, also ist B mafigleiche Borel-Obermenge zu A.
(iii) (Qj)jes abzdhlbare Quaderiiberdeckung von A

= (b+ Qj)jes abzdhlbare Quaderiiberdeckung von b+ A
auflerdem  |b+ Q;| = |Q,|, da die Kantenléngen gleich sind = L"(A4) = L"(b + A).
(iv) ist Spezialfall von
(v) Sei (Q;) Quaderiiberdeckung von A = (T'Q;) ist Quaderiiberdeckung von T'A mit
M ITQi = Ir1..ral - > 1@Qj1,
jed jed
denn ist

Q = [al,bl] X ... X [an,bn],
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50 gilt

TQ = a1, 41] X ... X [an, Bn] mit g, < By, {ak, Bk} = {rkar,rr - bi}.
Es folgt

LYTA) < [ry . £7(A) (%)

Ist ein ; = 0, so gilt ,,=" direkt (vgl. nachfolgende Bem.).
Sind alle r; # 0, so setze

1 1
Sz = (—xl, cees —xn> .
1 Tn

Es gilt () fiir S statt 7" und T'A statt A, d.h.

LM (S(TA)) < |~ - —|7(TA).

T Tn

Gemifl S - T = Id folgt die Behauptung.

O
Folgerung :
R
ACc{zreR":zpy=c} firein ke {l,...,n}, ceR
= L"(A) =0 R
A
denn : nach Translation o.E. ¢ = 0.
Sei T(z) = (x1...25-10241...¢p) = TA=Aund L"(TA)=0-L"(A)=0.
Bemerkung :
hier zunéchst £"(A) < oo, da sonst Term der Form 0 - co auftritt;
falls £L"(A) =00 = Dbetrachte A,, = AN{z:|z] <m}
O

Wir bemerken, dass £™ weitgehend durch die Aussagen von Satz 23.7 eindeutig festgelegt wird.
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Satz 23.7 : Eindeutigkeit von £"

L" ist das einzige Mafl A auf R™ mit

(1) Translationsinvarianz :

(79) Additivitédt auf Quadern :

(7it1) Normierung :

(iv) Regularitét :

Beweis : -

Bemerkung :

103

Ab+A)=AA) VbeR" ACR"

Fiir disjunkte Quader C R"™ gilt

AMQ1U Q2) = AN(Q1) + M(Q2)

A(0,1]7) = 1

AMA) =inf{\U): ACU offen } VACR"

(i), (ii), (iv) legen L™ bis auf einen Faktor az > 0 fest. Es ist o = A([0, 1]™).

O

Unser geometrisches Mafl L™ sollte invariant gegeniiber Drehungen sein, denn
Drehungen veréindern ja anschaulich das Volumen nicht. Das 148ss t sich sehr einfach beweisen,
wenn man £” mit Hilfe von Kugeliiberdeckungen charakterisiert. Zur Vorbereitung dient ein

Topologisches Lemma :

oo
Sei U C R"™ offen. Dann gilt U = |J W; mit abgeschlossenen achsenparallelen Wiirfeln

i=1

W;, deren Inneres paarweise disjunkt ist.

Beweis :

Sei m € No und Fpp, :=2""Z" = {27 ({y,. ..

,En) 1l € Z}

~ induziert Zerlegung von R"™ in abzihlbar viele, abgeschossene, achsenparallele

Wiirfel der Kantenldnge 27™.

Definiere nun folgende Mengen:

We = {W¢?:iel,} Menge der Wiirfel aus F,, die ganz in U liegen

~ I, ~ N oder #1, < o0;

Up:=U—- |J W/? offen

) i
i€lo

wl .= {Wil :1 € 1} Menge der Wiirfel aus Fi, die ganz in U liegen

~ I1 ~ N oder #1I; < oc;
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induktiv: Upq1 = U, — U W™,
i€l
wmHl = Wt G e 1,0 ) Wiirfel aus Fry g, die ganz in Uy, 41 liegen
W= <WZJ > el System von Wiirfeln mit paarweise disjunktem Inneren es gilt:
J€No 1€ j

=Ny

j=04cl,

Wir benutzen das topologische Lemma zum Beweis von

Mafitheoretisches Lemma :

Sei U C R"™ offen und beschrinkt. Dann gibt es abzihlbar viele, paarweise
disjunkte, abgeschlossene Kugeln B; C U mit

o0

LMU) =L" (U ) ch

i=1

Bemerkung :

Es gilt im allgemeinen nicht U = U B; sondern nur L™ | U — U B; > =0, d.h.
=1 =
die Kugel B; schépfen U nur bls auf eine L"- Nullmenge aus

Beweis :

o

Wir schreiben nach dem vorigen Lemma U = |J W; mit Wiirfel W;, deren Inneres
i=1

paarweise disjunkt ist, «; = Kantenldnge W;, a; = Mittelpunkt von W;.

a; B; = Innenkugel zu W; um a; mit Radius %
/ W; = achsenparallele Wiirfel um a; in B; mit Kantenlédnge \‘}ﬁ
N L—
[ U W

(B > L) = ( a ) — L)
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Ersetze B; durch eine etwas kleinere konzentrische Kugel B; mit
LBy > n 2L (Wy).

Beachte : die B; sind jetzt disjunkt!

AuBlerdem sei B; abgeschlossen. Dann gilt einerseits

Lr <[j V?Q) disj. I:nneres iﬁn( Z Z‘Cn > Ln ), da UWz S U,
i=1 i=1

und andererseits

<U W, > < L™"(U) wegen der Monotonie.
Also folgt

oo > LU Z L"(W;), so dass die Reihe rechts konvergiert.

m
Sei Uy := U, Uy := Uy — |J B; offen, wobei m spiiter gewéhlt wird.

=1
Es gilt :
U W; U U (W; — B;)
1=m-+1
S50 = 3 LW D)+ 5 () - £(B)
[ S mwy)+ Zn*N/zcwvv) (B + 31— nN/2)Ln (W),
i=m+1 i)l

Es ist n="/2L"(W;) — L/ (B;) <
= [.]+ i (1 —n="/2)Lr(Wi)

< LS LrW) +no LW ~ In(B) } + S (1= n2) Lr(W5)
i=m-+1 =1

<0

Da die Reihe konvergiert, gibt es ein Ny mit {...} <0 Vm > Nj.
Sei m = Ny und Us mit diesem m definiert. Dann ist

LrUy) < f:u — ) L W) < (1 -2 L),

i=1

Definiere rekursiv offene Mengen Uy D Uy D U3 D ...
(wiederhole die Konstruktion mit Us, statt Uy, usw. !)
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mit ﬁn(UkJrl) < (1 — nin/Q) [,n(Uk)

Es gilt in jedem Schnritt :
Ugy1 = Uy — U endlich viele, abgeschlossene, disjunkte Kugeln C Uy.

Sei {K/}ien eine Abzihlung der disjunkten, abgeschlossenen Kugeln, die in jedem
Schritt entfernt werden

= U:UkUUKg Yk
/=1

— LU) < LU+ Y LKD),
=1

k—o0

Mit  £7(Uy) < (1—n2)" " 2nu;) — 0

folgt  L(U) = 5° £(K),
/=1

denn ,,>” ist wegen Ky C U und der Disjunktheit von K, trivial.

Mit Hilfe des vorstehenden Lemmas beweisen wir jetzt

Satz 23.8 : (weitere Eigenschaften von L£™)

(i) Fir ACR" gilt L"(A) =inf{> L"(B;): B; Kugeln mit A C |J B;}.
i=1 =1

(i) Fir f:R™ — R"™ mit |f(z) — f(y)] < L|z—y| ist L"(f(A)) < L™-L"(A), ACR"

(iii) Ist T : R™ — R"™ eine Isometrie, also Tz = x, + Sx mit einer orthogonalen Abbildung

S, so gilt fir ACR™:  LMTA)=L"(A).
(i) Ist L : R™ — R" linear und A C R", so ist
L"(LA) = |det L| - L"(A).

(v) Ist m < n, so sind m — dim Untermannigfaltigkeiten von R™ L™-Nullmengen.

(Aus (v) folgt u.a., dass es in (i) egal ist, ob die Kugel offen oder abgeschlossen sind.)

Bemerkung :

Hier zeigt sich der Vorteil, Mafie auf P(IR") zu definieren und nicht nur auf gewissen
o-Algebren M. Man hitte dann nédmlich zu zeigen, ob in (ii) f(A4) € M gilt fiir
AeM.
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Beweis von Satz 23.8 :

(i) £7(A) =00

Sei zunéchst A offen und beschréankt

Lemma
——

3 disjunkte, abgeschlossene Kugeln B; C A, € N, mit L£"(A) = 3 L™(B;)
=1

C:=A— |J B ist £"-Nullmenge

i=1

= zu ¢ > 0 gibt es eine Wiirfeliiberdeckung C' C |J W, mit > L"(W;)<e
=1 =

Zu W; bilde die Umkugel B]’f mit Radius % diam W;.

diam W ) n)

Wegen der Homogenitét von £ folgt (beachte : £"(W;) = ( NG

nn/2

" 9n

1 n
L"(B}) = L"(B1) - (5 diam W;)" = w L"(W;), wobei wy, := L"(By).

Damit ist

o
> LMB}) < wp2 "
Die Kugeln B; bilden zusammen mit den Kugeln B} eine Uberdeckung von A und daher
o
A) <> LB +Z£” ) < LYA) +e-27"V2 W

Wegen der Beliebigkeit von ¢ folgt die Behauptung.

A beliebig : {iberdecke A durch offene Quader @); bis auf ein € und benutze den ersten
Beweisteil fiir Q;.

(ii) 0.E. L > 0 und L"(A) < oo; fiir By(xz,) C R" ist f(B,r(z.)) C Br,(f(xo)).

Man wéhle eine Kugeliiberdeckung A C |J B,,(z;) mit Y L"(By,(z;)) < L"(A) +¢

Y =
N f(A) GBLri(f (z

und
£r(7(4) < f;a"wm(f(xi)))

Homog. + Ti‘:anslationsinv. Z . En(Brl (l'l))
< L (L™(A) +e).

Wegen der Beliebigkeit von & > 0 folgt die Behauptung.
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(iii) Da wir bereits Translationsinvarianz wissen, sei 7' 0.E. eine orthogonale Abbildung,

also [Tx — Ty| = |x — y|. Aus (ii) folgt
LY(TA) <1™ . LM(A) = L™(A) = LY(T T A)) < LY(TA),
da auch T~! orthogonal.
(iv) Sei L linear. Dann gilt (— Polarzerlegung der Linearen Algebra)
L =0:D0s

mit orthogonalen Abbildung O, O und einer Diagonalmatrix

Es folgt
L"(L(A)) = L"(01(DO2(A))) = L™(DO,(A))
fri'lheres:Ergebnis ‘7'1 y -Tn‘ ) En(OQ(A)) _ ’7'1 N -Tn’ . ﬁn(A) _ ]det L‘ . £n(A)

v) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R"™ mit dim =n — 1.
g g

Zu zeigen : L"(M) =0

B @ x (<o)

=
\FQ J q@ v

U = offene Umg. von 0inR",

V= offene Umg. von @ := f(0) in R",
f : U — V Diffeomorphismus mit f(0) =a und f(UNR" ) =MNV

Q" = Quader in R"!
= f(Q) C f(Q x (—¢,¢))
= L"(f(Q")) < Lip(f)"- L™(Q" x (—e,e)) < Lip(f)™ - const - €

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt

Lr(FQ) =0 = Lr(fUNR™) =0 = L"(MNV)=0.



